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Chapitre ALG1.

Logique, Rudiments ensemblistes & Raisonnements

Vous entrez dans le monde merveilleux des Mathématiques du supérieur. 1l va
donc falloir dans un premier temps clarifier et peaufiner la rédaction de cette
discipline. On formalise en plus dans ce chapitre les différents types de raison-
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nements qui peuvent apparaitre dans une démonstration mathématique.
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Chapitre ALG1. Logique, Rudiments ensemblistes & Raisonnements

SCeRAVNERMII=CH] VvXeR 3ceR;fix=¢c EN LOGIQUE ELEMENTAIRE

n Proposition logique

Définition 1| Proposition
»  On appelle proposition ou assertion une affirmation concernant un ou plu-
sieurs objets mathématiques qui est, soit vraie, soit fausse.
»  La valeur de vérité d'une proposition est le vrai ou le faux de cette proposi-
tion (mais pas les deux).

f est constante sur R

Définition 2 | Equivalence de propositions
Deux propositions sont dites équivalentes si elles ont méme valeur de vérité.

Notation
On notera P < Q lorsque deux propositions P, Q sont équivalentes.

Exemple 1
»  «3<4»estvraie, «22 = 5» est fausse.
»  «lIlne pleutjamais a Bordeaux», « Tous les éleves de la 1BC1 aiment les Ma-
thématiques» sont équivalentes.
»  «Tout nombre entier admet une racine carrée entiere» est fausse.
»’
Les Mathématiques sont construits a partir d’axiomes — c’est-a-dire des faits et «Eemste un plus petit entier naturel» est vraie

consensus que nous ne cherchons pas a démontrer — et a partir desquels nous dé- 4
duisons des propositions/théoremes efc., si possible vrais. Lobjectif de ce chapitre est

de formaliser les déductions de nouveaux énoncés (symboles logiques, techniques de

preuve, etc.).
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Chapitre ALG1. Logique, Rudiments ensemblistes & Raisonnements

Booléens m Quantificateurs

En Python, il est tres facile de faire différents tests logiques pour obtenir la valeur

de vérité d'une proposition. Nous le verrons dans le cours d’Informatique, mais On se donne un ensemble E et P(x) une proposition dont la valeur de vérité est fonc-

voici quelques exemples. tion d'un élément x variable dans E. On ne peut pas dire si la proposition P est vraie
ou fausse tant qu’on ne sait pas ce que vaut x.

>>> 2%%) ==

False Définition 4 | Predicat T - o

55> 3 <= 4 Une proposmon logique P(x), dont .la valeur de vérité est fonction d'un élément

True x variable dans E, s’appelle un prédicat.

>>> 3 < 4 Exemple 3

True »  P(x) «x? = 1» dépendant d’'un réel x. Le cours de Mathématiques nous dit

que «x? = 1» est vraie quand x = +1 uniquement.
Définition 3 | Conjecture » PRn)«l+:+n= w » dépendant d’un entier n. Le cours de Mathé-

(Une conjecture est une assertion non prouvée mais dont on pense que la valeur matiques nous dit que cette proposition est toujours vraie, nous le verrons

de vérité est vraie. dans le Chapter ALG4.

Pour simplifier I'écriture des propositions on utilisera des symboles appelés quanti-

Exemple 2 La conjecture de GOLDBACH dit que tout nombre entier pair supé-
ficateurs.

rieur a 3 peut s’écrire comme somme de deux nombres premiers (ce n’est pas
prouvé). Au lycée, vous aviez I'habitude d’établir des conjectures d’apres les fi- e Notation Quantificateurs

gures obtenues a la calculatrice. Soit P(x) un prédicat vrai ou non pour x dans un certain ensemble E. On appelle

quantificateur les symboles qui abrégent les propositions ci-apres :

Remarque 1 (Axiomatique delalogique) On ainterdit depuisle début qu'une » «Vx€E, P(x) vraie» qui signifie «pour tout x, telle que P(x) soit vraie»,

» N . . . . S i » «3Jx €E, P(x) vraie» qui signifie «il existe x, telle que P(x) soit vraie»,
proposition soit a la fois vraie et fausse, mais interdit aussi qu'une proposition i ST T . )
. . . , . » «3lx €E, P(x) vraie» qui signifie «il existe un unique x, telle que P(x) soit
soit autre chose que vraie ou fausse. Ces deux principes s’appellent le principe i
vraie»,

de non-contradiction et le principe du tiers exclu.” Ces deux principes de base
ont fondé lalogique mathématique telle que nous I'utilisons habituellement, ce- Attention
pendant, ils ne sont pas universellement acceptés : en effet, en 1931 GODEL dé- e . o . o,
X . . . . Il faut bien comprendre la différence entre les quantificateurs « V» et «3» : il n'est
montra que dans tout systeme axiomatique de logique (tel que nous les construi- : . T ) . B
. ey s . . e g } pas du tout pareil de dire que «il existe une voiture jaune» ou « toutes les voitures
sons aujourd’hui), il subsiste des énoncés indécidables : dont on ne peut prouver

e . sont jaunes ».
qu’ils sont vrais ou faux.

Remarque 2 (Les quantificateurs ne sont pas toujours formellement écrits)
Le quantificateur universel est parfois implicite dans les énoncés mathéma-

“0n évitera donc les énoncés contradictoires du type «cette phrase est fausse», qui est subjectif et peut
donc étre considéré comme vrai et faux en fonction du lecteur.
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Chapitre ALG1. Logique, Rudiments ensemblistes & Raisonnements

tiques. Par exemple, le «soit» cache souvent un «V ».

Par exemple, I'énoncé «Soit n € N. Montrer que n(n + 1) est pair» s’écrit : Attention Rédaction : pas de mélange mots/quantificateurs

«YneN, n(n+1)est pair». Quand on rédige des Mathématiques, on essaie de ne pas mélanger les mots et
les symboles. Ainsi,
P L . . . . »  «x?estpositif Vx» est une mauvaise rédaction. %
On peut alors écrire des propositions logiques de maniére plus condensée en utilisant > . S ) P
ces symboles. P «x“est posmzf pour tout réel x » est 1,1ne b.onne rédaction %2,
> «Vx €eR, x°=0»estune bonnerédaction % .
Exemple 4 Résumer en une phrase chaque proposition, et dire si elle est vraie De plus, les quantificateurs sont toujours placés avant la proposition a quantifier.
ou fausse.
»  Vx>0,3y>0,y*=x.
o’ ORDRE DES QUANTIFICATEURS. Il est possible, et méme fréquent en analyse, d’avoir plu-
sieurs quantificateurs en cascade. On peut échanger deux quantificateurs identiques.
Il est par exemple équivalent de dire :
+ +
> Vx>03ly>0yt=x. ‘v’x€R+,Vy€R+,x+y>0, ou de maniére condensée: Vx,ye R",x+y=0.
’l VyeR",VxeR,x+y =0

En revanche,

»  Lassertion«Vx > 0,3y >0, y* = x» est vraie, elle signifie « tout réel positif admet
une racine carrée».

p »  Alors que 'assertion «3y > 0,Vx > 0, y* = x» est fausse, elle signifie «il existe un

nombre réel qui est la racine carrée de tous les nombres réels».

@ Attention Ne pas échanger Uordre de deux quantificateurs différents

Lordre dans lequel sont écrits les quantificateurs est extrémement important.
En particulier, un élément introduit par un symbole «il existe» ne peut dépendre
que des éléments qui le précédent.

Exemple5 Ecrirela dépendance en indice de chaque quantificateur par rapport
aux autres.

1
4 Ve>0,EIn0€N,‘v’n€N,n>n0:>’—’<s.
n

> VM>0,3xeR, vVx+1>M.
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Exemple 6 Déterminer la valeur de vérité des propositions suivantes :
4 VxeRAyeR, x+y =0,

4

> dyeRVxeR x+y=0.

4

o,

m Opérations logiques sur les propositions

— Définition 5| Négation, Ou, Et

Soient P et Q deux assertions. On définit alors les assertions suivantes.

4 La négation de P, écrite «non P» ou bien «~P», est 'assertion qui est vraie si
P est fausse, et fausse si P est vraie.

»  LassertionP ou Q, écrite «P ou Q» oubien «PvQ» estl’assertion qui est vraie
si P est vraie ou” Q est vraie, i.e. si au moins une des deux propositions est
vraie, et fausse si P et Q sont toutes les deux fausses.

»  Lassertion P et Q, écrite «P et Q» ou bien «P A Q» est I'assertion qui est vraie
si P est vraie et Q sont toutes les deux vraies, et fausse sinon.

Remarque 3 Dans la pratique mathématique, nous n'utiliserons jamais les sym-
boles v, A.Ilsle seront uniquement dans ce chapitre pour prouver des propriétés
sur les symboles logiques, de maniere plus concise.

Booléens

Les opérations «et» (and) «ou» (or) sur les booléens True et False existent déja
en Python, tout comme la négation (not). Voici quelques exemples.

%ou éventuellement les deux

BCPST1 € 2022 / 2023 5
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>>> V_1 = 2%x%2 ==
>>> V_2 = 3 <=4
>>> V_1 and V_2
False

>>> V_1 or V_2

True
>>>

True

not V_1

Méthode Prouver une Négation, Ou, Et

Une proposition est vraie si et seulement si sa négation est fausse.
Pour prouver que la proposition P v Q est vraie, on prouve qu'au moins une
des deux propositions est vraie.

»  Pour prouver que la proposition P A Q est vraie, on prouve que les deux pro-
positions sont vraies.
Exemple 7
P (3=4)est
o’ vraie puisque3 < 4 est vraie,
»  (3<4)v (22 =5)estvraie, alors que (2 — 1 = 0) A (2% = 5) est fausse.
S
»  Soit x € R tel que x* — x > 0. Vérifier que la proposition «x > —1 ou x < 0»

est vraie.

R4
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Chapitre ALG1. Logique, Rudiments ensemblistes & Raisonnements

>

Soit x € R tel que x® —3x < 0. Vérifier que la proposition «x = 0 et x < 3» est

fausse.

7

Exemple 8

>

On lance deux dés a six faces. On note P : «le résultat du premier lancer est
un nombre pair» et Q : «le résultat du second lancer est un nombre pair».
La proposition P v Q est

o’ «on obtient au moins un résultat pair».

Une urne contient 100 boules numérotées de 1 a 100. On pioche deux
boules de 'urne. On note P : «le numéro de la premiere boule est impair» et
Q : «le numéro de la seconde boule est impair». Alors la proposition P A Q
est

o’ «leproduit des numéros des deux boules piochées est impair ».

Remarque 4 Vousnoterez que le «ou» mathématique est inclusif, ce qui n'est pas
toujours le cas dans la langue francaise. Par exemple dans « Fromage ou Dessert»
le «ou» est exclusif, vous ne pouvez pas prendre les deux.

REPRESENTATION PAR TABLES DE VERITE.

tions données en entrée.

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

On peut utiliser des tables de vérité pour résu-
mer la Définition 5 précédente. Celarevient aindiquer dans chaque cellule du tableau
le résultat des opérations précédentes en fonction de la véracité ou non des proposi-

Les tables de vérité permettent de démontrer efficacement des régles opératoires sur
les propositions logiques. Une table de vérité peut aussi permettre de simplifier une

assertion d’apparence compliquée.

Exemple 9 En construisant une table de vérité, montrer que les assertions

- (—~Q Vv P) et Q A P sont équivalentes.

4

NEGATION D’'UNE PROPOSITION AVEC QUANTIFICATEURS.
apres.

Nous utiliserons la proposition ci-
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— Proposition 1| Nier une proposition avec quantificateurs
»  Lanégation de «Pour tout x de E, P(x) est vraie» est «Il existe x € E pour

lequel P(x) est fausse» :
- (Vx€E,P(x)) < 3dx€E, = (Px)).

»  Lanégation de «Il existe x de E, P(x) est vraie» est « Pour tout x € E, P(x) est
fausse» :

- (Ax € E,P(x)) < Vx€E, -P(x).

Nier une assertion avec des quantificteurs

0 Méthode
Comment nier une assertion écrite a I'aide de quantificateurs? On garde 'ordre
des quantificateurs, on transforme tous les «3» en « ¥ » et tous les « V » en « 3» puis
on nie les expressions mathématiques subséquentes.

Exemple 10 Nier les assertions suivantes.

»  «Tous les professeurs de 1BC1 sont gentils».
o’ «llexiste un professeur de 1BCI méchant»

»  Dansuneurne contenant des boules rouges et noires, on pioche au hasard 3
boules. «On pioche 3 boules rouges», « On ne pioche aucune boule rouge ».

4

> «Ve>0,3a>0,‘v’x€R,|x—1|<a:>|\/§—1{<e».
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Exemple 11 Soit I un intervalle de R non vide et f une fonction définie surI a
valeurs réelles. Exprimer la négation des propositions suivantes :

» Vxel, f(x)+0,
o’ dxel, fx)=0
4 VyeR, 3dxel, fx)=y
o dyeR Vxel, f(x)#y
» 3dIMeR, Vxel |[f(x)sM
o/ YMeR 3xel, |f(x)|>M
Y VYV, el x<y= fx)<fy)

o Ax, e’ x<y etf(x)>fy)

PROPRIETES SUR LES ASSERTIONS LOGIQUES. Comment ces opérations logiques se
comportent-elles entre elles? C’est ce que précise la prochaine proposition.

— Proposition 2 | Négation d’ou / et
Soient P et Q deux assertions.

»  (Principe de non-contradiction) P A (=P) est fausse. Toute proposition
de cette forme est appelée une contradiction.”

(Principe du tiers exclu) PV (=P) est vraie.

(Double négation) - (-P) < P,

(Négation d’une conjonction) —(PVvQ) < (=P) A (=Q),

v v v v

(Négation d’'une disjonction) - (PAQ) < (-P)V (=Q).

— Proposition 3 | Lois de MORGAN
Soient P et Q deux assertions.

-(PvQ) <= P)A(-Q), =(PAQ) < (=-P)Vv(-Q).

— Proposition 4 | Propriétés de ou / et
Soit P,Q et R trois assertions. Alors :

» (Commutativité) PvQ < QVP,

PAQ < QAP.

“Provient directement de ce qu'une proposition logique ne peut étre vraie et fausse a la fois.
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»  (Associativité)
PvQ VR <= Pv(QVR), PAQ AR < PA(QAR).
»  (Distributivité)

PVvQ APVR) < PV(QAR),

PAQVR) < PAQ)V(PAR).

Preuve Construire les tables de vérité associées.

Remarque 5 (Retenir la distributivité : analogie) Imaginez que le symbole v
est un +, et le symbole A un x. La seconde formule de distributivité se réecrit
alors:

Px(Q+R)=PxQ)+(PxR).

Implication, Contraposée

Que signifie en Mathématiques la notion d’implication ? Par exemple, soit x un réel.
Si x est supérieur ou égal a 2, alors x est différent de 1,ce que vous notiez peut-étre
déja au lycée :
x=22 = x+1.

Celanous donne une nouvelle proposition logique (une implication est soit vraie, soit
fausse) formée ici a partir de «x = 2» et «x # 1». Mais comment définir P = Q de
maniere abstraite si P, Q sont deux propositions logiques? Il faut comprendre que la
négation de I'implication P = Q sera fausse si P est vraie et Q est fausse. Ce qui se
note avec nos symboles logiques de la maniere suivante :

- (P = Q) < PA=Q, donc en prenant la négation :

(P = Q) & (-PVQ).

On a notre définition de I'implication.

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

— Définition 6 | Implication
Soient P et Q deux assertions. On définit la proposition «P implique Q », notée
P = Q, comme étant :

(—-P) v Q.

Autrement dit, P = Q est fausse si P est vraie et Q est fausse. On dit aussi «si P
est vraie, alors Q est vraie». De plus, lorsque P = Q,

» ondit que Q est une condition nécessaire pour que P soit vraie,

»  etondit que P est une condition suffisante pour que Q soit vraie.

Attention

»  Affirmer que I'implication : P = Q est vraie n'implique ni que P est vraie,
ni que Q est vraie. Il est parfaitement vrai que : «Si Pinocchio est président
de la République, alors il est chef des armées», et pourtant Pinocchio n'est
pas plus président de la République qu’il n'est chef des armées.

»  Uneimplication: P = Q peut étre vraie alors que P et Q n'ont rien de com-
mun, car apres tout seules leurs valeurs de vérité comptent. Par exemple, il
est vrai que : «Si 0 = 0, alors les oiseaux ont des plumes». *

On peut aussi écrire la table de vérité de P = Q.

La lecture de la table nous mene tout droit a la proposition suivante, qui est évidem-
ment tres intuitive.

'Mais bien entendu en Mathématiques, nous nous intéresserons le plus souvent a des assertions P,Q
liées entre elles.
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Proposition 5 » Laproposition «3>5 = 1+ 1 =8» est vraie.
Soient P et Q deux assertions. S

alors: Q estvraie.

Si P est vraie
i
P = Q est vraie

Exemple 12 Expliquer les valeurs logiques ci-apres.

»  Lassertion « SOCRATE est un homme — SOCRATE est mortel» est vraie. »
# Proposition 6 | Double implication
Soient P et Q deux assertions. Alors (P < Q) est équivalente a:

Puisque la notation est bien choisie, on a la proposition ci-apres.

(P=Q)A(Q = P).

»  Lassertion « SOCRATE est une table basse = SOCRATE et mortel» est vraie. On dit aussi «P est vraie si et seulement si Q est vraie».
¢

P

Preuve 1 sutffit de construire la table de vérité associée a (P = Q)A(Q = P).

4 Lassertion « SOCRATE est une table basse — SOCRATE est une chaise» est

vraie.

4

»  Lassertion « SOCRATE est grec => SOCRATE est une chaise» est fausse.
) On retrouve bien que P <= Q est vraie uniquement lorsque P, Q ont méme valeur
de vérité, c’était bien notre définition de I’équivalence en début de chapitre.

a Méthode Prouver une équivalence de propositions

Soient P, Q, R trois assertions logiques. Alors :

Exemple 13
»  Soitx € R. Alors «x >1 = x? > 1» est vraie. (P=QA(Q=R) = (P =R).
7
Remarque 6 Une implication et sa réciproque ne sont pas équivalentes. Lors-
qu'une implication est vraie et que sa réciproque est vraie alors les propositions
sont équivalentes : c’est la base du raisonnement par «double implication ».
BCPST1 @ 2022 / 2023 9
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Proposition 7 | Négation d’'une implication
Soit P une assertion. Alors :

-(P = Q) <= PA-Q.

Preuve C’est une conséquence directe de la définition :

-(P= Q) < =(-PVvQ) < PA-Q.

Exemple 14 Ecrire la négation de la phrase «Si je gagne au loto, je change de

voiture»
o’ «Jaigagné au loto et je nai pas changé de voiture»

Exemple 15 Soit I un intervalle de R non vide et f une fonction définie surI a
valeurs réelles. Exprimer la négation des propositions suivantes :
1. Vi, el?, x<y= fx)<fy)
o Ax, el x<yetf(x)>fy).
2. Vx,)el?, f)=f@p) = x=y
o A, el fx)=f)etx+y.
3. Vxel, f(x)>0 = x<0
o/ Ixel, f(x)>0etx>0.

CONTRAPOSEE ET CHAINES D'IMPLICATIONS.

— Définition/Proposition 1| Contraposée & Réciproque d’une implication
Soient P et Q deux assertions. On définit la proposition :

»  contraposée deP = Q comme étant (-P) = (—Q). Elle est équivalente a
I'implication :

(P= Q) = (=P = (=Q)).

»  Ondéfinitla réciproque deP = Q comme étant :

Q=P

Méthode Prouver une implication de propositions

Pour montrer que deux propositions P = Q est vraie, on peut :
1. Supposer que P est vraie et montrer que (nécessairement) Q est vraie aussi.
2. ou montrer la contraposée, c’'est-a-dire que si Q est fausse, alors P est vraie.

Preuve (pour la contraposée) Construire les tables de vérité ou utiliser la défini-

tion de I'implication.

Exemple 16 Soit 7 un entier relatif. Démontrer par contraposition que si n? est
impair alors n est impair.

4

Proposition 8 | Transitivité de 'implication
Soient P et Q deux assertions. Alors (P < Q) est équivalente a:

(P=Q)A(Q = P).

On dit aussi «P est vraie si et seulement si Q est vraie ».

Exemple 17 Soit x € R. Si on note P «x = 0», Q «x est pair», R «x est un entier
relatif». AlorsP = Q,Q — RetdoncP — R.?
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“Bien siir, nullement besoin de transitivité pour prouver cela...
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Corollaire 1| Cycles d'implications
Soient P,, P,, P trois assertions. Alors (P, < P, < P;) est équivalente a:

(P1 = Py) A (P, = P3)A(P; = Py).

Remarque 7 Ce corolaire se généralise sans difficulté a n propositions. Pour un
exemple, consulter par exemple 'Exemple 23.

Preuve Montrons que P, < P,. On a déja P, = P,, de plus (P, = P;) et
(P, = P,) implique par transitivit¢ P, = P;, on a donc prouvé P, < P, par
double implication. On procede de-méme pour P, <= P;.

/
‘\

(Be=

n BASES SUR LES ENSEMBLES

La notion d’ensemble est difficile a définir proprement, on s’appuiera plutdt sur I'in-
tuition que l'on a de cette notion, en le qualifiant vaguement de «collection d’élé-
ments».

m Généralités

— Définition 7
»  Un ensemble E est une collection d’éléments x qui sont dits appartenir a
I’ensemble E, ce que 'on note x € E. On note les éléments de cette collection
entre accolades.
»  Ilexiste un unique ensemble ne contenant aucun élément, on l'appelle I'en-
semble vide et on le note @.

BCPST1 @ 2022 / 2023 "
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‘ »  Unensemble ne possédant qu'un seul élément est appelé un singleton.

Notation
Lorsqu’un élément x n'est pas dans E, on note x ¢ E.

MODES DE DEFINITION D'UN ENSEMBLE.  On peut décrire un ensemble en extension, c'est-
a-dire en donnant la liste de ses éléments, ou en compréhension, c’est-a-dire en don-
nant une propriété caractérisant de maniere unique les éléments de E. Par exemple,
I'ensemble ci-apres est donné par extension et compréhension :

E={1,2,3,4={neN|n=>1,n<5} [1,4].

(nota.)

En résumé on a les deux modes suivants :

» (Extemsion) E={x,...,x,}.
» (Compréhension) E = {x e R|condition sur x}.

Analogue pythonique

Ces deux modes de définition se retrouvent en Python pour construire une liste.
Par exemple, avec 'ensemble E supra.

>>> E = [1, 2, 3, 4] # mode par extension

>>> E = [i for i in range(l, 10%%x3) if i >= 1 and i < 5] # mode par
compréhension, 10**3 est ici arbitraire

[

On rappelle également a toutes fins utiles la notation ci-apres.

Notation Intervalle d’entiers

Soient a, b € Z deux entiers. On notera

la,b]={neZla<n<b}=|ab|nZ.
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Quand on définit un ensemble en compréhension il faut toujours le situer comme
sous-ensemble d’'un ensemble plus grand : on n’écrit pas® {x|cos(x) =0} mais

{x € R|cos(x) = 0}.

— Définition 8 | Inclusion, Egalité, Inclusion stricte
Soient F et E deux ensembles.

»  On dit que F est un sous-ensemble de E ou que F est inclus dans E si tout
élément de F est un élément de E, c’'est-a-dire :
VxeF, xeE.

Onnote celaF c E.
»  Lesensembles E et F sont dits égaux si :

EcFetFcE.
Autrement dit, E et F ont exactement les mémes éléments, c'est-a-dire :
x€E < x€PF.

On note celaE =F.
»  Ondit que F est un sous-ensemble strict de E ou que F est strictement inclus
dansEsi:

FcEetF+E,
autrement dit :

FcE, 3dxeEx¢F.

On note celaF < E.

Exemple18 SiE={1,2,3,4} et F={1,2}. AlorsFcEetonaaussi F < E.

20u plutdt on évitera de I'écrire

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

Exemple 19 FEcrire un symbole entre les ensembles ci-apres.

4 1 {1,2,3,4}, 4 {1} {1,2,3,4},
4 o {1,2,3,4}, 4 {1} 2(1,2,3,4}).
Attention

Appartenance # Inclusion! Un élément appartient a un ensemble, et une partie
est incluse dans un ensemble.

Soit E un ensemble. On peut définir I’ensemble des parties deE, noté 2 (E), comme

Définition 9 | Ensemble des parties
(étant I'ensemble des sous-ensembles A de E.

On adonc

AcPE) < AcE.
Remarque 8 Remarquons que I'on a toujours
Ee 22(E), et @ € Z(E).
Exemple 20 SoitE = [1, 3], alors:

Z(E) ={o,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}, E}.

m Opérations sur les ensembles

— Définition 10 | Réunion & Intersection
Soit E un ensemble, soit A € Z2(E) et B € Z2(E). On définit :

» luniondeA et deB, notée A UB (et lue «A union B») par :
AUuB={xeE|x €A ouxeB}

etona: x€AUB < x€AouxeB.“
»  Lintersection deA et deB, notée AN B (et lue «A inter B») par :

ANnB={xe€E|x €A et x€B}
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{ etona: x€ANB < xcAetxeB. J — Proposition 9 | Régles opératoires
Soit E un ensemble, et A,B,C € Z2(E). Alors :

> AnNnBcA, AnBcB,

AcAuB, BcAUB.

(Commutativité) ANB=BnNA AUB=BUA,

(Associativité) AN(BNC)=ANBNC AuBuUC)=(AuB)UC,
(Distributivité) AnN(BuUC)=(AnNB)UANC), AUBNC) = (AUB)N(AUCQC).

Réunion et Intersection

>
4
>
4

Remarque 9 (Retenir la distributivité : analogie) La encore, la distributivité
est tres proche de celle déja connue. Imaginez que le symbole U est un +, et le
symbole N un x. La premiere formule de distributivité se réecrit alors :

Ax(B+C)=(AxB)+(AxB).
Exemple21 SiE={1,5],A=1{1,2,3},B=1{2,3,4}. Alors:
Exemple 23 Soient A et B deux ensembles, on a alors :

(i) AcB < (ii) AuB=B < (iii) AnB=A.
B=1{1,5 A\B={1} B\A={2]. » (i) = (ii)|Supposons d’abord que A < B.

s’ OnsaitqueB c AUB De plus, six € AUB alors x appartient soit aA, soit
aB, et,commeA cB,six € A alorsx € B. AinsiAUB c B. Doz AUB = B. De-
mémeonaAnBcA. Deplus, six € A alors, commeA cB,xe€B,xe€AnB.
AinsiA c AnB. Dot AnB = A. On a donc montré les implications suivantes :

ANB=1{2,3} AuB=1{1,2,3,4 A={4,5},

Définition 11| Parties disjointes & Réunion disjointe
Soit E un ensemble, soit A € 2 (E) et B € Z2(E). Alors :

4 siANB = @, c'est-a-dire si A et B n'ont pas d’éléments en commun, on dit
alors que A et B sont disjoints.
»  Laréunion A UB est alors qualifiée de réunion disjointe, onlanote A wB. AcB=AUB=B e AcB=AnB=A

» (ii) = (iii)| Supposons maintenant que A U B = B.

o’ Soitx € A, alors x € AUB, doii x € B. Ainsi tout élément de A est un
élément de B, cest-a-dire A c B. On a donc montré l'implication

Exemple 22 Laréunion précédente A U B n'est pas disjointe car 2,3 € A n B. Ce-
pendant si 'on consideére C = {4}, la réunion A & C l'est.

AuB=B — AcB.

REGLES OPERATOIRES SUR L'INTERSECTION ET LA REUNION. Il existe un grand nombre de > [(iii) = (i)|Supposons que ANB = A.

regles sur les symboles d'union et d’intersection. Nous en citons quelques unes, qui o’ Soitx € A, alors x € AnB. Doil x € B. Ainsi A c B. On a donc montré
se constatent facilement sur un dessin au besoin, la plupart d’entre elles seront ad- Uimplication

mises mais les preuves ne présentent aucune difficulté. AAB=A —> A cCB.

“0On rappelle ici que par défaut, en Mathématiques, le «<ou» n'est pas exclusif. Ainsi, un élément peut

) Finalement on a bien prouvé les équivalences annoncées.
appartenir aux deux ensembles A et B.
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COMPLEMENTAIRE ET DIFFERENCE. On introduit deux derniéres opérations sur les en- Théoréme 1| Lois de MORGAN
sembles. Soit E un ensemble et soit A et B deux sous-ensembles de E. Alors
— Définition 12| Complémentaire & Différence (AUB=ANB, ANB=AUB.
Soit E un ensemble et A, B € Z(E). On définit :
» le complémentaire de A dans E ou simplement le complémentaire de A si le Preuve Montrons uniquement la formule pour AUB = A 0 B, cest-a-dire mon-
contexte est clair, noté A, ou parfois CgzA, par: trons que :
A={xeE|x¢A}. X€EAUB < x€ANB.
»  Lensemble B privé de A, noté B\ A, est défini par: g
B\A=BnA.
C’est 'ensemble des éléments de B qui ne sont pas dans A.

Exemple 24
» SoientE=1,5],A=1{1,2,3},C ={1,2}. Calculer C;C et C, C. Que remarque-
t-on?
4
On peut résumer a présent sur des diagrammes, dits de VENN ou de maniére moins
CeC=13,4,5}#(,C =3} pompeuse sur des « patates», les différentes notions d’ensembles rencontrées.

» Le complémentaire de 'ensemble des entiers pairs est 'ensemble des en-
tiers impairs. Diagrammes des principales opérations ensemblistes

Attention

On portera un grande attention au fait que A dépend du sur-ensemble E, ce qui
n'est pas apparent dans la notation. Quand le contexte n'est pas absolument clair,
il faudra préciser dans quel ensemble on considére le complémentaire. La no-
tation CzA a le mérite de mentionner cette dépendance. Regarder par exemple
I'exemple précédent.

Proposition 10
Soit E un ensemble. Alors :

E=g¢, G=E VAcPE), A=A
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m Produit cartésien

Vous connaissez depuis le college des produits cartésiens, mais vous n‘avez jamais
employé le mot. Par exemple, les vecteurs de la géométrie euclidienne peuvent étre
repérés par un couple abscisse/ordonnée noté (x, y) avec x, y deux réels. Lensemble
de ces couples forme 'ensemble des points du plan, et est noté R x R ou encore R%.

Plus généralement, nous avons la définition suivante.

— Définition 13 | Produit cartésien
SoientE,, ..., E, une collection de n ensembles. Alors on appelle produit cartésien

deE,,...,E, I'ensemble :
Ey x - xE, ={(x,...,x,) | Vi€ [, n], x; € E;}.

Plus particulierement :

» SiE, =--=E,=E onnoteE, x---xE, =E".

» SiE, =--=E,=Eetn=2(resp. n =3):les éléments de E* (resp. E*) sont
appelés les couples d’éléments deE (resp. les triplets d’éléments deE).

BCPST1 € 2022 / 2023
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Pour le moment nous allons assez peu utiliser cet objet a des fins mathématiques,
mais plutdt pour introduire efficacement des variables comme le précise la remarque
qui suit.

Remarque 10 (Se servir du produit cartésien pour quantifier des va-

riables) Pour deux ensembles, la notion de produit cartésien pos-

sede une intuition géométrique, comme nous l'avons précisé en in-

troduction. La notion de produit cartésien sert souvent aussi a quan-

tifier efficacement des variables. Ainsi, si E,F sont deux ensembles.
écrire «soient — Matrice ¢ x p — «soit (x,y) €ExF»
x€eE,yeF»

Si E = F, un abus de notation courant est «soit x,y € E».?

Exemple 25
1. Ecrire le produit {1,2,3} x {0,1}.

4

2. Dessiner I'ensemble [0, 1] x [2, 3].

“%En lieu et place de «soit (x,y) € E*»
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n RAISONNEMENTS

m Sur Uexistence/unicité de propositions

Cadre

Dans toute cette sous-section, on considére un prédicat 2?(x), x appartenant
aun ensemble E.

o ’Méthode

(Montrer)
P(x).

» (Nier) D’apreslecoursdelogique, il s’agitde montrer que pour tout x € E,
22 (x) est fausse.

Montrer/Nier «3Ix € E,2(x)»

Il s'agit de trouver un exemple de x € E qui vérifie la propriété

Exemple 26 x> -3x+2<0.

4

Montrer que: 3Jx € [0,3],

Remarque 11 Parfois, on pourra faire appel a un théoréme qui prouvera l'exis-
tence d'un x vérifiant 2(x) sans pour autant donner d’expression de x (par
exemple, le théoréme des valeurs intermédiaires pour justifier 'existence d’'un
nombre x tel que f(x) = 0si f est une fonction).

Q ’Méthode

(Montrer)
1. On commence par fixer un élément x de E avec lequel on va travailler. La
rédaction type est donc : «Soit x un élément de E, montrons 2 (x) ».

2. On démontre que 22(x) est vraie par une suite de phrases qui com-
mencent foutes par «Donc» ou «Or» (ou des connecteurs logiques).
Une phrase qui commence par «Donc» signifie qu’on fait une dé-

duction.

Montrer/Nier «Vx €E,2(x)»
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Q’Méthode

Une phrase qui commence par «Or» signifie qu'on rappelle :
— soit une hypothese de I'énoncé,
— soit un résultat qu'on a démontré avant dans la preuve.
3. On écrit toujours ala fin de la preuve : «En conclusion, 22 (x) est vraie. ».
» (Nier) D’apres le cours de logique, il sagit de montrer qu'il existe x € E,
telle que 22 (x) soit fausse.

Exemple 27

4

Montrer que :

Montrer/Nier «3!x€E 22(x)»

(Montrer)
1. ExiSTENCE On montre l'existence d’'un x vérifiant la propriété comme
précédemment.

2. UNICITE

Soit on montre que la maniére dont on a construit I’élément x véri-

fiant 22 (x) permet d’affirmer qu'’il n’y a pas d’autre choix.

Soit on fixe deux éléments x, et x, de E tels que 2 (x,) et 22 (x,) sont

vraies, et on démontre que x, = x, par une suite de phrases qui com-

mencent toutes par «Donc» ou «Or». La rédaction type est donc :

«Soient x, x, deux éléments de E, montrons que x; = X, ».

» (Nier) Soit on justifie que l'existence est en défaut (voir les méthodes
précédentes), soit que l'unicité est en défaut : auquel cas, on se cherche
X1, # X, € E de sorte que 22 (x,), 2 (x,) soient vraies.

Remarque 12 Lexistence et I'unicité peuvent aussi é&tre démontrés d'un coup.
Par exemple, en invoquant le théoréme de la bijection pour les fonctions (voir
cours de Terminale), on arrive a justifier I'existence et I'unicité de solutions a
une équation.

Les exemples de ce type de preuve seront nombreux en fin d'année (notamment en
Algebre linéaire).

BCPST1 @ 2022 / 2023



Chapitre ALG1. Logique, Rudiments ensemblistes & Raisonnements

que A ¢ B.

m Sur les ensembles
4

Cadre
Dans toute cette sous-section, on considere deux ensembles A, B inclus dans

un ensemble E.

Méthode Montrer/Nier «A c B»

5 » (Montrer) Pour montrer que A c B, on se fixe a € A quelconque et on
montre que a € B. Autrement dit, on montre que tout élément de A est élé-

ment de B. La rédaction type est donc «Soit a € A, montrons que a € B».
Il s’agit de montrer qu’ il existe a € A, tel que a ¢ B. m Démonstration par disjonction de cas

» (Nier)
0 Méthode Montrer/Nier «A =B»
» (Montrer) On adeux possibilités. Q Méthode Disjonction de cas
On montre souvent via deux étapes, avec On sépare la démonstration d'une propriété en sous-cas, chacun de ces sous-cas
(qui doivent, bien siir, recouvrir 'ensemble des possibilités) permettant d’exploi-

(Par double inclusion)

une double inclusion, que Ac Bet B cA.

—  (Par équivalences)  On montre parfois I'équivalence ci-apres : ter des informations supplémentaires débloquant le raisonnement.

Xe€A < xeB.
n(n+1) .
» (Nier) Ils’agitde montrer A ¢ B ouB ¢ A (voir la méthode précédente). Exemple 30 Montrer que pour tout 2 € N, 2 estun entier.
¢
»'

Exemple28 SoitA ={(x,y,2) €R® x-y=0,z=0letB={(x,y,2) eR}, x—y+z =
0,x —y+3z=0}. Montrerque: A =B.

4

Exemple 29 On note A = {x € R— Ax|A € R} l'ensemble des fonctions li-
néaires, et B 'ensemble des fonctions définies sur R et a valeurs dans R. Montrer

17 W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux
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a+b+la-b|

VYa,beR, max(a,b)= 5

Exemple 31

4

Montrer que :

Sur les liens logiques entre propositions

Cadre
Dans toute cette sous-section, on considére deux propositions logiques P, Q.

)

m Implication

Rappel 1 Rappelons que nous avions montré que P = Q est équivalente a
-Q = —P. Nous avions appelé cette implication I'«implication contraposée ».

)

Méthode Démontrer par contraposée

Pour montrer P = Q, on peut aussi montrer -Q = —P. La rédaction type est
donc «Supposons Q fausse, montrons que P est fausse ».

“0On rappelle que pour x € R, on note |x| la valeur absolue de x définie par : |x|

X six =0, .
. Par exemple, [2| = 2 et |[-3| = 3 (car -3 < 0 et —(=3) = 3). Par ailleurs,
—Xx sinon.
étant donnés a et b deux réels, on note max(a, b) le plus grand élément entre a et b. Par exemple :
max(1,3) =3.

a / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

Exemple 32 Soit n € N. Montrer que si n? est pair alors 7 est pair. Quen déduit-
on?

4

Une autre rédaction du raisonnement par contraposition (ot la propriété P n’est pas
explicitée au départ) est le raisonnement par l'absurde.

Méthode Démontrer par l'absurde

On veut montrer une proposition Q. On suppose que Q est fausse, et on montre
que cela implique une proposition qui est fausse (ou «absurde»), notée P'. Cela
prouve que Q était vraie.

En effet, si on montre -~Q — P’ alors par contraposition =P’ = Q. Puisque P = <P’
est vraie et que P = Q, cela prouve bien que Q est vraie.

x+1
Exemple 33 Montrerque: Vx € R\{-2}, —+ > *+1.
X
4
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Montrer/Nier «P — Q»
Exemple 36 Soit f : R — R une fonction. Démontrer que :

0 Méthode
» (Montrer)
— (1ere méthode) Par preuve directe, ¢ paire et i e ¢ la foncti 1
(2éme méthode) ou par I'absurde ou contraposée. f est paire et impaire f estla fonction nulle.
4

(Nier) D’apresle coursdelogique, il s’agit de montrer que P est vraie alors
que Q est fausse.
Exemple 34 Soit 7 € N. Montrer que si 7 est pair alors n? est pair.

4

Méthode Montrer/Nier «P <— Q»

0 » (Montrer)

(1eére méthode) par double implicationsP = QetQ = P,
ou par équivalences successives P «— ... —

Considérons P, P,, P, trois propositions logiques.
Méthode MontrerP, < P, < P,

6Il faut et il suffit de montrer :

P, = P, = P; = P,.

(2éme méthode)

.= Q.
Il s’agit de montrer que 'une des deux implications est fausse.

» (Nier)
Uxx—1)=-1) <= x= 5

Exemple 35 Soit x € R. Montrer que :
7
Par récurrence

I en existe différents types, 'objectif étant de démontrer des prédicats dépendant
d’un entier n, naturel ou méme relatif. Les raisonnements par récurrence seront prin-

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux
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cipalement fondés sur la propriété de transitivité de I'implication = .

Attention

On ne fait jamais de récurrence pour prouver une propriété qui dépend d'un
nombre réel.

— Théoréme 2 | Principe de récurrence simple
Soit 22(n) une assertion dépendant d'un entier n € N. Soit n, € N. Supposons

que:
» (Initialisation) 2?(n,) est vraie,
» (Hérédité) Vn=n, Pn) = Pn+1).

Alors: pour tout entier n = n, 'assertion 22 (n) et vraie.
Heredlte Heredite
—) e

Hérédité Heredlte
—

Initialisation

Remarque 13

» Le principe de récurrence peut étre vu comme le jeu qui consiste a faire
tomber des dominos en cascade : pour que cela fonctionne, il faut s’assu-
rer que chaque domino soit placé de sorte qu’il entraine le suivant dans sa
chute, c’est I'hérédité, et il faut aussi faire tomber le premier domino, c’est
I'initialisation.

» Leraisonnement par récurrence est adapté a tous les objets mathématiques
définis par récurrence (suites récurrentes par exemple). Le plus souvent, on
vérifiera l'initialisation au rang rn, = 0.

Exemple 37 (Terme général de suite récurrente a 1 pas) Soit (u,,) ,en+ la suite
définie par récurrence par

u; =0, VneN*, u,,, =2u,-1.

Montrons par récurrence la propriété 2 (n): u, = 1-2""! pourtout n € N*.

Initialisation.

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux
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Hérédité. Soit n € N*, on suppose que Z(n) est vraie.

Par principe de récurrence, on a montré que pour tout entier n € N*, &2 (n) est
vraie, c’est-a-dire que, pour tout entier n € N*, u,, = 1.

Exemple 38 (Divisibilité) Montrons que, pour tout entier n € N, 13" — 4" est
un multiple de 9, c’est-a-dire :

VneN, 2n): «3Ik,€Z, 13"-4" =9k, » estvraie.
Initialisation. 13°—4% = 0 = 0x 9, la propriété 2(0) est vraie en choisissant k, =
9.
Hérédité. Soit n € N. On suppose que &2 (n) est vraie, c'est-a-dire que 13" —4" =

9k,, pour un certain k,, € Z, et on va montrer que £?(n + 1) est vraie, c'est-a-dire
qu’il existe k,,,, € Z tel que : 13"+ —4"*1 =9k, ... Or,

13n+1 4n+1

(9+4) x 13" -4 x 4"
=9x13"+4x (13" —-4")
=9x13"+4x9k,
=9(13" +4k,,).

=kp41

Q hypothese de récurrence

Il est clair que 9 x 13" est un multiple de 9 et, par hypothése 13" —4" est un mul-
tiple de 9. Ainsi 13"*! — 4"*! est bien un multiple de 9.
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On a donc montré que £ (n) implique 22 (n + 1).
Par récurrence on ainsi montré que, pour tout entier n € N, £2(n) est vraie, c’est-
a-dire que, pour tout entier n € N, 13" — 4" est un multiple de 9.

o Méthode Rédaction d’une récurrence simple

Soit £2(n) une propriété dépendant d'un entier n = n, avec n, € N.

1. Initialisation : montrer 22 (n).

2. Hérédité : «Soit n € N. Supposons £2(n) et montrons & (n + 1).»

[...] «Alors: par principe de récurrence, la propriété 22(n) est vraie pour tout
n = ng».

Attention a la rédaction d’une récurrence

»  Dans I'hérédité, on n’écrit surtout pas « Supposons que pour tout n, 2?(n)
est vraie» — sinon la récurrence est terminée, c’est justement ce que l'on
veut montrer.

»  Une erreur moins grave a présent, mais c’est incorrect : «Supposons £ (n)
pour un certain n € N.» Le probleme est que la bonne traduction de «pour
un certain n € N» est «3n, 22(n) est vraie», ce qui ne correspond pas au
principe de récurrence.

— Théoréme 3 | Principe de récurrence double
Soit 22(n) une assertion dépendant d'un entier n € N. Soit n, € N. Supposons

que:

» (Initialisation double) Z?(n,), 2?(n, + 1) sont vraies,

»  (Hérédité) Vn=ny+1, Pn-1)ANPn) = Pn+1).
Alors: pour tout entier n = n, 'assertion 22 (n) et vraie.

Remarque 14

»  Dans cette seconde version de la récurrence, on «gagne» finalement dans
I’hérédité (on peut supposer en hypothéses deux propriétés) mais on y
«perd» dans I'initialisation puisqu’il faut montrer deux propriétés.

»  Onpeut aussi tres bien supposer dans ’hérédité 22 (n), 22 (n + 1) et montrer
22(n + 2), avoir en fonction du contexte ce qui est le plus intuitif.

BCPST1 € 2022 / 2023
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Hérédite

Hérédite

Exemple 39 (Terme général de suite récurrente a 2 pas) Soit (u,,) ,cy la suite
définie par récurrence par

Up=1, wu;=1, VneN, u,.,=2u,,—Uu,.

Montrons par récurrence la propriété 2?(n): u, =1 pourtoutneN.

Initialisation.

o’ Les propriétés 2(0) et (1) sont manifestement vraies par définition de la
suite (U,) yen-

Hérédité. Soit n € N, on suppose que les propriétés & (n) et 2 (n+1) sont vraies
et on va monter qu’'alors £ (n + 2) est vraie.

o’ On sait que u,,, = 2u,,, — U,, or, par hypothése de récurrence, u, = 1 et
Uy =1,ainsi:

Upip=2x1-1=1.

La propriété 22 (n + 2) est donc vraie.
Par principe de récurrence double, on a montré que pour tout entier n € N, 22 (n)
est vraie, c'est-a-dire que, pour tout entier n € N, u,, = 1.

Remarque15 Unerécurrence double peut aussi étre rédigée avec une récurrence
simple sur P(n) «2?(n), 22 (n + 1) », mais cela parait moins naturel. Voir 'exemple
ci-apres.
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Exemple 40 (Récurrence doubles — Récurrence simple) Soit (u,,) .y la suite
définie par récurrence par

Up=1, wu; =3, vneN, u,,,=2u,,,+3u,.

. _Qqn _ qn+l
P, u,=3"u,,,=3""".

n
Initialisation. Onau,=1=3"et
u; =3 =3!, ainsi[P,| est bien

2

vérifiée.

Hérédite. Soit n € N. On suppose
que [P, | est vérifiée, donc que

Initialisation. Onau,=1=3"et

u; =3 =3', ainsi[%, 2 | sont
vérifiées.
Hérédite. Soit n € N. On suppose
que sont vérifiées, donc

que u, =3" et u,,, =3"*', alors par | u, =3"etu,,, =3"", alors par
définition de la suite :
Upiz = 2un+1 + Sun ZypOthese Upiz = 2un+1 + 3un ZypOthese
e e
— n+l1 n _ n+1 n
=2x3 +3x3 récurrence =2x3 +3x3 récurrence

- 2 X 3n+1 +3n+1

=(2+1) x3""!
= 3n+2'

- 2 x 3l’l+1 +3l’l+1

=(2+1) x3""!
= 3n+2‘

Ainsi 2, , est bien vérifiée. D’aprés | Ainsi P, est bien vérifiée. D’apres
le principe de récurrence, u,, = 3" le principe de récurrence, u,, = 3"
pour tout n € N. pour tout n € N.

+ définition de la suite :

Exemple 41 Rédiger 'Exemple 39 précédent a I'aide d'une récurrence simple.

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux
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Théoréme 4 | Principe de récurrence forte
Soit £2(n) une assertion dépendant d'un entier n € N, et n, € N. Supposons que :

» (Initialisation) 22(n,),2?(n,+ 1) sont vraies.
»  (Hérédité) Vn=ny, (Png) AP(ng+1)A...AP(n)) = P(n+1).
Alors: pour tout entier n = n, 'assertion £ (n) et vraie.

Remarque 16 Finalement, on peut toujours utiliser une récurrence forte en lieu
et place d'une double. Dans le cas d’'une récurrence forte, on suppose que la
propriété est vraie jusqu’au rang ambiant alors que dans le cas d'une récurrence
double on la suppose vraie aux deux rangs précédents.

Exemple 42 (Suite définie par tous ses termes précédents) Soit (u,,),ey la
suite définie par

Ug=1, U, 1=Uy+ - +U,.
Montrons par récurrence la propriété 2 (n): u, =2""!, pour n e N*.
Initialisation.
7
Hérédité. Soit n € N*, on suppose que les propriétés (1), ..., 2 (n) sont vraies
et on va monter qu’'alors & (n + 1) est vraie.
7
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Par principe de récurrence forte, on a montré que pour tout entier n € N*, 2 (n)
est vraie, c'est-a-dire que, pour tout entier n € N*, u,, = 2"1.

Dans tous ces exemples, nous avons introduit une notation pour les différentes pro-

priétés. Avec un peu plus d’expérience, vous ne le ferez plus. Notez le point ci-apres,
qui est trés important.

BCPST1 € 2022 / 2023
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EXERCICES

Logique et quantificateurs

Exercice ALG11 | 31 Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses?

Donner leur négation.

1. VxeR x=0. 2. dyeR y=0.

3. VxeR', JyeR x=y=~% 4 JyeR VxeR', x=y%
5. dxeRY, VyeR, x=y% 6. JdxeR VyeR x+y>0.
7 VxeR JyeR x+y>0. 8. VxeR VyeR x+y>0.

Exercice ALG1.2 | Propositions sur les suites 31 Soit (u,,) ,cn Une suite réelle.
Ecrire a 'aide des quantificateurs les assertions suivantes puis les nier :

1. Lasuite (u,),cy €St croissante. 2. La suite (u,),y est strictement dé-
croissante.

3. Lasuite (¢,),cy €St constante. 4. Lasuite (u,),en €st majorée.

5. Lasuite (u,,),.y €st minorée par m € 6. La suite (1,,) oy €St minorée.

R.

Exercice ALG1.3 | Propositions sur les fonctions 31 Soit (f, g) deux fonctions
de R dans R. Ecrire a I'aide des quantificateurs les énoncés suivants puis les nier.

1. Lapplication f est croissante. 2. Ilexisteunréel positif x tel que f (x) =
0.

3. Lafonction f est paire. 4. Lafonction f ne s'annule jamais.

5. Lafonction f est inférieure ala fonc- 6. La fonction f est périodique.

tion g.
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Exercice ALG1.4 | 31 Soit (x,y) € R%, f : R — R une fonction. Ecrire les
négations des propositions suivantes :

1. 1sx<y.
2. (x’=1,xe RHY =x=1.
3. VxeR VX' eR, (x #x') = f(x) # f(x).

m Ensembles

Exercice ALG1.5 |

31 Montrer que
{(x,y) €R* 2x+y= 1} ={(x,1-2x), x€R}.

Représenter graphiquement cet ensemble.

Exercice ALG1.6 | 32 On considere les sous-ensembles suivants de R? :

A={xyeR|x-y=2} et B={xy) cR*|@x+y+2)(x+2y+4) =0}

Montrer que A  B. A-t-on égalité?

Exercice ALG1.7 | 32 Soient A et B deux sous-ensembles d’'un ensemble E.

Montrer que

A=B < AuB=AnB.

Exercice ALG1.8 |
tion suivante :

32 Soit E un ensemble. Montrer par contraposition I’asser-

VA,B,Ce Z(E), (AnB=AnC, AuUuB=AuC) = B=C.

Exercice ALG1.9 |
Montrer que :

32 Soient A, B et C trois sous-ensembles d'un ensemble E.

AUB=ANC < BcAcC.

ik / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

Exercice ALG1.10 | 33 Soit E = {1}. Déterminer 22 (E) puis & (22 (E)).

Raisonnements : implication, équivalence

Exercice ALG111 | 33 On considere les deux propositions suivantes :

» A:«metnsontdeux entiers pairs», et

»  B:«m+nestunentier pair».

A-t-on: A= B? B= A? A < B?

Exercice ALG1.12 | 33 Soit (x,y) € R%. Démontrer I'équivalence suivante :
x2+y?=0< x=0,y=0.

Exercice ALG113 | 33 Montrer que si x et y sont deux réels qui vérifient x+y >

2, alors au moins un des deux est strictement supérieur a 1.

Exercice ALG1.14 |
Ve >0,

33 Soit x € R*. Montrer que :

x<e = x=0.

Exercice ALG1.15 | 33 On a démontré dans le cours que pour tout entier
naturel n € N, si n? est pair alors n pair. En déduire, en utilisant un raisonnement

par I'absurde, que \/5 ¢ Q.

Raisonnement par récurrence

Exercice ALG116 | l1+a)” =

1+ na.

3. Soit a € R*. Montrer que pour tout n € N :

2

Exercice ALG1.17 | 34 Montrer que pour tout n =4, n°<2",

Exercice ALG118 | 34 On définit une suite (u,,) par:

Uy=3, U =3, VneN, u,.,=uU,.t2u,.

Vérifier que, pourtout n € N,ona: u, =2"" +(-1)".
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Exercice ALG1.19 | 35 Soit (u,) ,,en+ 12 suite définie par ses termes impairs et
pairs :

* *
uy=1, vneN~", u,,=2u,, VYneN", Uy, 4 =U,+U,,.

Conjecturer la valeur de u,, pour tout n € N*, puis I’établir par récurrence.
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Solutions des exercices

Solution (exercice ALG1.1) |

28 Etude de chaque assertion :

1. Faux, on peut prendre comme contre exemple x = —1.

25 Etude de chaque propriété :

Négation: 3JxeR, x<0.
. Vrai, on peut prendre par exemple y = 1.
Négation: VyeR,y<0.

. Vrai : soit x € R*. Comme x est positif, on peut poser y = \/; On a bien alors
y? = x. On remarque que l'on peut également prendre y = —+/x.

Négation: 3IxeR*, VyeR, x #y%

. Faux : soit y € R quelconque. On cherche un réel x tel que x # y°. Il suffit de
prendre par exemple x = y* + 1. On a bien alors x # y*.

Remarquons que les deux propriétés 3. et 4. different seulement par 'ordre dans
lequel on a défini x et y.

Négation: VyeR,Ix e R, x # y2

. Faux: soit x € R* quelconque. Si pour tout réel y on avait x = y?, alors en particu-
lier, pour y = 0 on aurait x = 0, et pour y = 1 on aurait x = 1. Ceci est absurde.
Négation: VxeR',JyeR, x#y>

. Faux : soit x € R fixé. On cherche y tel que x + y > 0 est faux. Il suffit pour cela de
prendre y tel que x + y < 0 c'est-a-dire y < —x. Prenons par exemple y = —x — 1.
On a alors x + ¥ = —1 < 0. Donc on a bien un contre-exemple.

Négation: VxeR,JyeR, x+y<0.

. Vrai : soit x € R fixé. On cherche y tel que x +y > 0, c’est-a-dire y > —x. Prenons
par exemple y = —x+1.Onabienalorsx+y =1>0.

Négation: 3IxeR, VyeR x+y<0.

. Faux : on peut prendre comme contre-exemple x = -l ety = —2. Alors x + y =
-3<0.
Négation: IxeR,IyeR, x+y<0.
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vneN,u,.,,=zu, 2. VneNu,,<u,

Négation: IneN, u,,, <u,. Négation: IneN, u,,,=u,.

VneN, u, = u, 4. dMeR, VneN,u,<M

Négation: 3dneN, u, #u, Négation: VMeR,IneN,u, > M.

VneN, u,=zm 6. dmeR, VneN u,=m

Négation: 3dneN, u, <m. Négation: VmeR,IneN, y, <
m.

Solution (exercice ALG1.3) [

25 Etude de chaque propriété :

1. V@b eR (ash= fla)<f(h)) 2. AxeR" f(x)=0

Négation : 3(a,b) € R%> a < Négation: VxeR", f(x)<0.
betf(a)> f(b).
3. VxeR f(-x)=f(x) 4 VYxeR, f(x)#0
Négation: 3IxeR, f(—x) # f(x). Négation: 3JxeR, f(x)=0.
5. VxeR, f(x)<sgk) 6. JTeR VxeR f(x+T) =f(x)
Négation: 3IxeR, f(x) > g(x). Négation: VT e R,3x e R, f(x +
T # f(x).

28

1. Linégalité 1 < x < y correspond a 1 < x et x < y. Orla négation de (A et B) est (non

A) ou (non B). Ainsi ici on obtient :

2. La négation de P = Q est (P et (non Q)). Ainsi ici on obtient :
xX*=1,xeR etx#1]
3. Lanégation est:|EIx eR, Ix' eR:x#x'etf(x) :f(x’).‘
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Solution (exercice ALG1.5) [

29 On suppose par 'absurde que \/5 € Q. Ainsi, par définition de Q, il existe
(p,q) € ZxN*, tel que \/_ = Z et on peut de plus supposer que p et g sont tels que la

fraction est irréductible. On a alors, en passant au carré que p? = 2g2, ainsi p? est pair
et d’apres la propriété démontrée en cours, on sait alors que p est pair. Ainsi, il existe
p' € Z, tel que p = 2p’. On a donc (2p')? = 242, soit 4(p')* = 2¢?, puis en simplifiant
q* = 2(p')? et g* est ainsi pair. Puis, g est pair. Contradiction car on a supposé la

fraction irréductible. Ainsi, \/E ¢ Q|

29

»  Montrons que A < B : soit (x,y) € A, montrons que (x,y) € B. Par définition de
I'ensemble A, on sait que y = x — 2. Pour montrer que (x, y) € B, vérifions que :
Bx+y+2)(x+2y+4)=0.0na:

Bx+y+2)(x+2y+4)=CBx+x-2+2)(x+2x—-4+4)=4xx3x = 12x% = 0.

Ainsi on a bien que (x, y) € B et on vient de montrer que [A < B].

»  On veut montrer que I'on n’a pas égalité. Il suffit de trouver un couple (x,y) € B
tel que (x,y) ¢ A. Par exemple (1,0) est bien dans 'ensemble B mais il n'est pas
dans I'ensemble A.

29 Soit (A, B, C) € 22(E)®. Montrons par contraposée que : (ANB =AnCetAuU
B=AuC) = B=C.

On suppose donc que B # C, a savoir soit qu'il existe un élément d’'un ensemble qui
n'est pas dans l'autre. Comme B et C jouent des roles symétrique, on peut supposer
par exemple qu’il existe x € B tel que x ¢ C. On cherche a montrer que AnB #An
C ouAuB # AuC. On doit étudier deux cas:
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P SixeA:onaalorsxeAetxeBdoncxeAnB.Orx ¢C,doncx ¢ AnC.Donc:
AnB+AnC.

4 Soitx ¢ A:onaalorsxe AuBcarx € B.Parcontre x ¢ AUCcarx ¢ Aetx ¢ C.
Donc:AuB+AuC.

On a bien montré dans les deux cas que l'on avait: AnNB+#ANnCouAuB+AUC.
Par contraposée, onadoncmontré que:[(ANB=AnCetAUB=AUC) = B=C]|

29 Soit (A, B, C) € 22(E)®. Montrons par contraposée que: (ANB=ANCetAuU
B=AuC) = B=C.

On suppose donc que B # C, a savoir soit qu'il existe un élément d'un ensemble qui
n'est pas dans I'autre. Comme B et C jouent des roles symétrique, on peut supposer
par exemple qu'il existe x € B tel que x ¢ C. On cherche a montrer que ANB # An
C ou AUB # A uUC. On doit étudier deux cas :

P SixeA:onaalorsxeAetxeBdoncxeAnB.Orx ¢ C,doncx ¢ AnC.Donc:
AnB+AnC.

4 Soitx¢ A:onaalorsxe AuBcarx € B.Parcontre x ¢ AUCcarx ¢ Aetx ¢ C.
Donc:AuB+AuUC.

On a bien montré dans les deux cas que l'on avait: AnNB+#ANnCouAuB+AUC.
Par contraposée, onadoncmontré que:[(ANB=AnCetAUB=AUC) = B=C]|.

29 On doit montrer une équivalence, on raisonne donc par double implica-
tion.

»  On commence par exemple par supposer que B c A < C. Montrons que AUB =
ANC.Comme B cA, ona:AUB = A (faire un dessin pour le voir). De méme,
commeAcC,ona:ANnC=A.Ainsi,ona:AUB=A =AnC. Ainsi on a montré
I'implication directe.

»  Onsuppose alorsque AUB=ANC. Montronsque BcAcC:
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— On montre d’abord que B c A : Soit x € B. Comme x € B, en particulier
x € AUB. Mais par hypotheése, on sait que AUB =AnCainsiona:x € AnC.
Donc x € C et x € A. En particulier, on a bien que x € A. On a bien montré
que B cA.

— On montre ensuite que A c C : Soit x € A. Comme x € A, en particulier
x € AUB. Mais par hypothese, on saitque AUB =AnCainsiona:x € AnC.
Donc x € C et x € A. En particulier, on a bien que x € C. On a bien montré
queA cC.

Ainsi on a montré que B c A c C et on a démontré I'implication réciproque.

Par double implication, on a bien montré que (AUB=ANC) «< BcAcC.|

29 oit E =
|9’(@(E)) =1{@,{8},{1},{1, ®}}|.

{1}. On a |Z?(E)={®,{1}}|. Puis, on obtient

29 Ona[A = BJ: en effet, si m et n sont pairs, alors il existe k et k' entiers
tels que m =2k et n = 2k’. Onadonc m + n = 2k + 2k’ = 2(k + k'), ce qui implique
m + n pair.

Le sens réciproque est faux, |B n'implique pas A|. Pour contre exemple on peut choisir
m=3etn=>5.0na3+5=8:8 est pair alors que 3 et 5 sont impairs.

On en déduit donc que [I'équivalence est fausse|.

29 On montre I'équivalence par double implication. Soit (x,y) € R%.

» On suppose que x = 0 et y = 0. On a alors x? + y? = 0% + 0% = 0. Ainsi, on
amontré que (x =0ety =0) = (x*+y*=0).
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4 On raisonne par contraposée. On suppose que x # 0 ou y # 0.
— Cas1:six #0.Alors x* >0, et de plus y* = 0. Donc par somme x? + y* > 0,
et donc x* + y% £ 0.
— Cas2:siy #0.Le méme raisonnement donne x? + y* # 0.
Ainsi, par contraposée, on a montré que (x> +y*>=0) = (x =0ety = 0).

Conclusion : on a bien démontré que

V(x,7) eR%, (x® +y?=0) = (x=0ety =0).|

29 On cherche a montrer que :
Y(x,))€R?], (x+y>2=x>1louy>1).

Soit (x, y) € R?. Par contraposée, on suppose que x < l ety < 1. Par propriété sur les
inégalités, on peut additionner terme a terme les inégalités, on obtient ainsi x +y < 2.
Donc non(x + y > 2) est vérifiée.

Conclusion : par contraposée, on a bien démontré

(x+y>2) = (x>1louy>1)

29 Soit x € R, on raisonne par contraposée. On suppose donc que x # 0,
c’est-a-dire x > 0. On cherche alors a vérifier que: Je>0tel que x > €.

X
En faisant un dessin, on remarque qu'’il suffit de prendre (par exemple) € = > En

. X . N
effet, on a alors biene >0carx >0et x > > (car x > 0) donc on a aussi x > €. Dol
par contraposition :

[(Ve>0,x<e) = x=0]

BCPST1 @ 2022 / 2023



Solution (exercice ALG1.15) [AF

29 On suppose par 'absurde que \/5 € Q. Ainsi, par définition de Q, il existe
(p,q) € ZxN*, tel que \/_ = Z et on peut de plus supposer que p et g sont tels que la
fraction est irréductible. On a alors, en passant au carré que p? = 2g2, ainsi p? est pair
et d’apres la propriété démontrée en cours, on sait alors que p est pair. Ainsi, il existe
p' € Z, tel que p = 2p’. On a donc (2p')? = 242, soit 4(p')* = 2¢?, puis en simplifiant
q* = 2(p')? et g* est ainsi pair. Puis, g est pair. Contradiction car on a supposé la

fraction irréductible. Ainsi, \/E ¢ Q|

29
Initialisation. Pour 7 = 0, la propriété est (1 + a)° = 1 = 1, elle est donc vérifiée.
Hérédité. Supposons-la vraie au rang n, c'est-a-dire (1 +a)" = 1 + na. Alors

l+a)"'=(1+a)"(1+a
( ) ( ) ) thpothése de réc
=1+a)1+na)

>1+na+a+na®
Qnazzo
=1+(n+1a+0.

Donc par principe de récurrence :

|Vn€N, 1+a)"=1+nal

29

Initialisation. Pour 7 = 4, la propriété est 4> = 16 < 2* = 16. Elle est donc vérifiée.
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Hérédité. Supposons-la vraie en un rang n = 4, c’est-a-dire que n? < 2". Alors en
multipliant ’hypothese de récurrence par 2, on déduit :
2n2 < 2n+1
11 suffit alors d’établir que (n + 1)*> < 2n?, cela impliquera que (n + 1)? < 2"*!. Mais

m+1)?=n’+2n+1<2n®> < 2n+1<n?

— 0<n®’-2n-1.
De plus, le discriminant de x — x%—2x—1est8, donc

Vx€eR, x2—2x—1:(x—(1+\/§))(x—(1—\/§)).

Mais, 1 + \/5 =~ 2.41, le trin6me précédent est positif a 'extérieur des racines, et n = 4
donc n? — 2n — 1 est positif. C'est terminé. Par principe de récurrence, on a établi :

\Vn=4, n*<2"|

29 Montrons par récurrence double sur 7 € Nla propriété: 22 (n) : u,, = 2"+ +
(=D".

Initialisation. pourn =0etpourn=1:

»  D’un coté, par définition de la suite, on sait que u, = 3. De l'autre c6té, on a :
2!+ (~1)° =2+ 1 = 3. Donc 22(0) est vraie.

»  D’un coté, par définition de la suite, on sait que u©; = 3. De l'autre c6té, on a :
22+ (-1)' =4-1=3.Donc 22(1) est vraie.

Hérédite. Soit n € N. On suppose la propriété vraie a I'ordre n et n + 1, vérifions que

P (n+2) estvraie. Par définition de la suite, on sait que : u,,., = u,,.; +2u,,. Par hypo-
theése de récurrence, on sait que u,, = 2"*! + (=1)" et que u,,,; = 2"** + (=1)"*!. Ainsi
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on obtient que :

un+2 — 2n+2 + (_1)n+1 +2(2n+1 + (—1)")
— 2n+2 + (_1)n+1 +2n+2 +2(_1)n
=2"2(1+ 1)+ (-1)"(-1+2)
— 2n+3 + (‘Dn-

Or (-1)"? = (=1)" x (-1)* = (-1)". Ainsiona: u,,, =2"3+ (1" et Z2(n+2)
est vraie.

Conclusion : il résulte du principe de récurrence double que :

VneN, u,=2""'+(-1".

29
7' 7x6!
$ o AcpT e
3x4! 3x4x3!
> = = =|2.
(32  3!x3x2
, n! nx(mn-1)!
= = =\Nn.
(n—l)!' (n—-1)! |
n+1)! n+l)xnxn-1 n-—2 n—-3)!
, :( ):( ) xnx( ) x ( ) x ( ):|(n+1)n(n—1)(n—2).|
(n-3)! ' (n—-3)!
+1)! !
> _n+]) i+ Dn-D+n=nn?-1+1) =[]

B (n—z)!+ (n-1)!
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Nous supposerons construit 'ensemble R des nombres réels, ainsi que les sous-
ensembles usuels des rationnels, entiers etc.. Mais tout ceci cache des difficultés aux-
quelles les mathématiciens se sont frottées pendant longtemps : celle de la construc-
tion de ces ensembles. Par exemple, qu’est-ce que l'entier 1, 2 etc.? Dans le livre Prin-
cipia Mathematica (1910), il faut environ 300 pages a WHITEHEAD et RUSSEL pour
démontrer que 1+ 1 =2.

*5443. F:aBel.d:anB=A.=.auBe2
Dem.
Fo%5426.DFna=1z.8=1y.d:avBe2.=.2%y.
[%51231] = eaty=A.
[%1312] =.anf=A (1)

Fo(1).%1111:35. D
Fio(ge,y).a=tz.B=1y.d:avfBe2.=.anfB=A (2)
F.(2).%11'54.%52'1.D k. Prop

From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that 1 +1=2.

Nous ne nous poserons évidemment pas de telles questions ici.

n OPERATIONS DE BASES

I Addition & Multiplication

Lensemble R est muni de deux lois internes : I'addition notée + et la multiplication
notée x. Pourquoi les qualifier d'internes ? Car elles prennent en argument deux réels
et elles renvoient un autre réel, on reste donc «dans I’ensemble R» :

+:RxR— R, x:RxR—R.

Rappelons quelques propriétés de la loi additive.
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— Proposition 1| Propriétés de 'addition

Soient x,y,z € R. Alors :

» (Interne) x+yE€ER,

» (Associativité) (x+y)+z=x+(y+2).

» (Commutativité) x+y=y+x.

» (Elément neutre) x+0 =0+ x = x. On dit que 0 est un élément neutre
pour I'addition.

» (Elément opposé)
pour I'addition.

x + (=x) = 0. On dit que —x est I'élément opposé de x

— Proposition 2 | Propriétés de la multiplication
Soient x,y,z € R. Alors :

» xxyeR,

» (Associativité) (xxy)xz=xx(yx2z).

» (Commutativité) xxy=yxx.

» (Flément neutre) x x1=1xx = x.On dit que 1 est un élément neutre

pour la multiplication.
. 1 1
» (Elément inverse) Si x # 0, alors x x — = 0. On dit que — est [l'élément
X X
inverse de x pour la multiplication.
» (Distributivité) xx(y+2z)=xxy+xxz.

Remarque 1 Il existe un vocabulaire — mais [H.P] en BCPST — pour les en-
sembles munis de lois. Ici, avec les propriétés précédentes :

» (R, +) est qualifié de groupe commutatif,

» (R, +, x) est qualifié de corps commutatif.

m Rappels de calcul fractionnaire

Personne dans la classe n’a envie de commettre des erreurs de calculs de fractions,
mais on rappelle certaines regles par précaution. Ceci sera repris dans le formulaire
de calcul en annexe.
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— Proposition 3 | Calcul t;ractionznaire eux (i.e. qui ont 1 pour seul diviseur commun). Autrement dit :
Soient ((a, ¢), (b,d)) € Z* x (N*)*. Alors :
, a+c_a+c , a+c_ad+bc Ver*,H!(p,q)erN*,ngetpetqpremiersentreeux.“
b d b’ b d bd '’
a
y 4. .¢_ac b sict0 Z- ad _ Dans la pratique, pour obtenir la forme irréductible, on divise numérateur et déno-
b d b g bc minateur par le plus grand diviseur commun.
L . 495
Exemple 1 Exemple 2 Mettre sous forme irréductible w0
113+5_13+5 _ 49 7 '5><99 33
" 28 42 2x14 3x14 2x3x14 12 % Te0 a1
ex
x[(1+—
2. Pourtoutx 0, *) 1.8
. Pour tout x #0, = =1+ —,
X xx1 X Rappels sur les égalités et inégalites
¥+xlnx)-2 x* xlnx) -2 2 n PP g §
3. Pourtoutx >0, ——m—F—=—+ + —=x"+In(x)—-—.
S b x X x .
x°e X Notation
4. Pour tout x # 0, = —e* = xe". e Ao s
X X On note x < y lorsque x —y <0, et x < y lorsque x — y < 0. On définit de maniere
3 (t + %) 1 3'1 1 3 analoguex = y,x >y.
5. Pourtoutt #0, ———=—=(t+—-|-==(1+—=|.
t 2 t 2 t?

Pour comparer deux quantités, on peut faire leur différence et étudier son signe, sauf
sila comparaison est évidente. De plus, deux réels se comparent toujours : on dit que

Onrappelle également les grossiéres erreurs ci-apres, a ne plus commettre bien sfr. )
pp 8 8 pres, p R est totalement ordonné.

e Attention Proposition 4 | Propriétés de <
a+c a o ' N p P Soient x,y,z € R. Alors :
n * 3 on ne simplifie PAS dans le cas d'une addition, Tic * A +—:onne » (Réflexivité) x <x.
C C C . e 3
sépare PAS une somme au dénominateur. » (Anti-symétrie) x<y, y<z <= x=y.

» (Transitivité) x<y, y<z= x<z.

De plus certaines fractions possedent une forme particuliere, dite irréductible.

.. . . . MANIPULATION D'EGALITES ET D'INEGALITES. On va rappeler dans ce paragraphe les pro-
Théoréme 1| Forme irréductible d’un rationnel pp paragrap p

Tout nombre rationnel non nul peut étre écrit d'une et une seule maniére, appelée priétés élémentaires de manipulation des égalités et inégalités sur R vues dans les
classes antérieures.

sa forme irréductible, sous la forme P avec p € Z, q € N* et p et g premiers entre
q “On rappelle que cela signifie qu'ils n'ont pas d’autre diviseur commun que 1
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— Proposition 5 | Manipulations d’égalités & d’inégalités
Soient x,y,z € R.
» (Additionner/=) x=y < x+z=y+z.
»  (Multiplier=) Sideplusz#0,alorsx=y < xz=yz.
» (Equation produit) xy=0<= x=0 ou y=0.
» (Signe d’un produit)

x,y sontde méme signe

xy =0 (resp.<0) = { (resp. signe opposé)

(Additionner/ <)
(Multiplier <)

XSy <= x+z<y+az
Si de plus z > 0, alors :

X<y < xz<yz.
Side plus z <0, alors :
X<y < xz=yz.
»  (Multiplier/Additionner des inégalités) Soit de plus ¢ € R. Alors :

X<y, zst—=>x+ysy+t.

e Attention
>

Osx<y, Oszst—=0sxys<yt.

»  On peut donc multiplier une égalité par une quantité strictement positive, et
ajouter/soustraire par le méme terme de chaque coté.

» Le signe d'un produit de deux éléments permet de caractériser le signe de
chaque terme du produit.
On peut donc multiplier une inégalité par une quantité strictement positive.
On peut donc multiplier une inégalité par une quantité strictement négative
en inversant le sens de I'inégalité.

»  Onpeut donc additionner deux inégalités, et les multiplier sous réserve qu’elles
ne fassent intervenir que des nombres réels positifs.

Bien entendu, toutes ces propriétés s'adaptent a des inégalités strictes. Un récurrence
évidente permet alors d’aboutir a la proposition ci-apres.
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Proposition 6 | Sommer des inégalités
Soient xy,...,X,, 1, ..., ¥, des réels, et n € N*. Alors :

n n
Vie[l,n),x;<y;, = ) x; <)y
iz

i=1

Exemple3 Soit nn = 1. Montrer, en utilisant la proposition précédente, que: 1+
1

1
—+...+—=1.
2 n
4

On ne soustraie pas des inégalités. Si on veut encadrer x — y, on peut enca-
drer x et encadrer y puis sommer. Par exemple -1<1<2, 0<1<2eton
aclairementpas—1-0<2-1<0!

» Lorsqu’'on multiplie oul'on divise une inégalité par un nombre négatif, cela
en change le sens aussi, puisque diviser par un négatif revient a multiplier
par son inverse (qui sera négatif).

COMPOSITION D'INEGALITES PAR UNE FONCTION MONOTONE.  Soit f une fonction définie sur
un ensemble D c R et a valeurs réelles. Rappelons que :
»  festdite croissante (resp. strictement) sur D si

Y (x,y) € D?

x<y, = f(x) <(resp.<)f ().

Autrement dit si on peu appliquer f a une inégalité en conservant l'ordre.
»  Ondit que f est décroissante (resp. strictement) sur D si

V(x,y)eD?* x<y, = f(x)=(resp.>)f(y).
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Autrement dit si on peu appliquer f a une inégalité en inversant 'ordre.
Ainsi, la monotonie d'une fonction permet de manipuler des inégalités.

Exemple 4

» VY, eR?, xsy<=e‘<e.

»  V(x,y)eR}? x<y < Inx) <In(y).
» V) eR)?, x<y <= Jizsyz.
>

V(x, )€ RL)? x<y < e

< | =

Attention
Il est faux de dire que

V(x,y)€R?} x<y= x?<y?
car a — a” n'est pas monotone sur R. En revanche, il est juste de dire :

Vix,y)e R?, x=y = x*=<y%

On termine enfin avec une notation qui sert parfois.

Définition 1| Max / Min
Soient x,y € R, on définit alors

x six=zy, y six=y,

y sinon x sinon.

max(x,y) = { min(x,y) = {

Puissances (entiéres)

Définition 2 | Puissances entiéres
Soit x € R, on note x? le réel x x x. Pour n € N on définit par récurrence le réel x"

par:

=1 xl=x x"'=xxx".
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Pour x # O et n € Non définit x ™" par: x"=—.

De maniere plus explicite, on a:

_ 1
x"=xx-xx, x "= .
n fois XXX
n fois

De maniere générale, nous serons capable de définir ultérieurement x® avec x > 0, €
R mais il faudra attendre les rappels sur la fonction exponentielle et le logarithme.
Etudions quelques propriétés du carré d'un nombre réel.

— Proposition 7 | Regles sur les puissances
Soit (x,y) € R? et (n, p) € Z* de sorte que les puissances ci-apreés soient définies.
Alors :

> xMP = M x xP (xn)p = <P (x Xy)n =x" ><J/n'

» Sionadeplusy>0,alors:

(f)”_x_”
y e

4 Sion ade plus x >0, alors :

x_n = xn_m = 1 .
xm xm—n
28 ( 2..3\-2
Exemple 5 Simplifier 3* x 6%, —, )
’ P 27 (xy?)
D’
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Les puissances de —1 sont tres faciles a calculer, elle dépend simplement de la parité

de la puissance.

Proposition 8 | Puissances de —1
Soit n € N. Alors :

()" = 1 si nestpair
"] -1 si nestimpair.

Proposition 9 | Identités remarquables
Soit (a,b) € R?, ona

(@a+b)?=a’*+2ab+b* (a-b)?*=a’-2ab+b? a*-b*>=(a-Db)a+h).

Preuve Elles se démontrent directement a 'aide de la définition et des regles
usuelles de développement.

(@a+b)?=(@+b)a+b)=a’+ab+ba+b*=a%+2ab+b>.

De-méme pour les deux autres.

Exemple 6 (Un peu plusloin) Développer (a + b)3.

4

Remarque 2 (Généralisations possibles)

» (a+b)*=a*+2ab+b* (a-b)?=a*-2ab+b?seront généralisées dans
le Chapter ALG4 en la formule dite du binéme de NEwWTON.

» a®?-b*=(a-Db)(a+b) posséde elle aussi une généralisation a toute expres-
sion de la forme a” — b", n € N. On l'appelle I'identité de BERNOULLI mais
hors-programme en BCPST.
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ENCADREMENTS ET PUISSANCES ENTIERES. Ce paragraphe sera reformulé facilement dans
le chapitre sur les fonctions, al'aide du langage surla monotonie (croissance/décrois-
sance) d’'une fonction. Pour I'instant, nous le voyons uniquement sous forme d’'une
proposition.

— Proposition 10 | Puissances et encadrements
»  Soit n € N un entier impair. Alors on peut toujours élever a la puissance n un

encadrement, c’est-a-dire :

Vx,yeR, x<(Ly = x"<(y".

»  Soit n € N un entier pair. Alors on peut toujours élever a la puissance n un
encadrement positif, c’est-a-dire :

Vx,yeR, 0<sx<(Qy = 0<sx"<(Qy"

Attention

Lentier précédent doit étre un entier positif. Les autres cas seront examinés plus
tard.

m Racines carrées & cubiques

On sait élever au carré des réels, ou a une puissance plus grande. On peut aussi se po-
ser la question inverse : est-ce que tout réel peut étre vu comme le carré d'un autre? le
cube d'un autre? Pour la racine carrée la réponse est clairement non pour les négatifs
(un carré est forcément positif), et oui pour les positifs. Pour les cubes, il y a toujours
existence et unicité.

— Définition/Proposition 1| Racine carrée & Cubique
4 (Racine carrée) Soit x € . Il existe un unique réel, noté ﬁ =0, ou
1
encore x2, tel que :

(\/;)2 =x. Onappelle ce réella racine carrée de x.

»  (Racine cubique) Soit x € R. Il existe un unique réel, noté {/x = 0, ou

BCPST1 @ 2022 / 2023
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1 Attention
encore x3, tel que :

s La quantité v/ x2 est définie pour tout x € R puisque x? = 0. En revanche, sur R™,
(i/;) =x. Onappelle ce réel la racine cubique de x. nous n‘avons pas V x2 = x. Par exemple, v/ (-2)% = V/4 = 2 + —2. Nous reverrons
cela dans la partie sur la valeur absolue.

Exemple 7 Déterminer ¥/8, /—27.

¢
Remarque 3 (Comment comprendre ces deux propriétés?) En anticipant 1é- 2

gerement sur le chapitré dédié aux fonctions, tracons les graphes des fonctions
x — x%,x — x3. On voit qu'il existe :

»  ununique antécédent de x € R pour la fonction cube, et ce pour tout x.

»  Enrevanche, pour la fonction carrée, les négatifs n'ont pas d’antécédent, et

les positifs en ont deux. — Proposition 11| Regles sur les racines carrées

Soit (x,y) € (R*)®..Ona:

Y, SERVERSE RV
. X \/E
L 4 Sionadeplusy >0, alors: —-—=—
Vy vy

— Proposition 12 | Regles sur les racines cubiques
Soit (x,y) € R%,ona:

o Yaxy=Yxx .
» Sionadeplusy #0,alors: i‘/%:

3 3
»  YxT=x, x3=x.

x
7

1 1 Vx Attention
I | | | >
r T —1 T T
NED X On ne peut rien dire de la racine d’une somme. Par exemple, 1+ 1=v/2 # 1 +
: 1=2.

SPUTP RPN . . s ez .
| Positivité 1Imposée pour avoir unicite Attention

Le symbole y/ est réservé a cet usage, on n’écrira jamais de racine carrée d’autre
. . 11 : p .
Par ailleurs, les notations x2, x3. chose qu'un réel positif.
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m Valeur absolue

La valeur absolue d'un réel est le méme nombre réel mais dont on aurait enlevé le
signe devant. Ainsi, si ce réel est positif il n'y a rien a faire, c’est sa valeur absolue. En
revanche, s’il est négatif, il suffit d’ajouter un signe «-» devant ledit réel. Cela nous
mene tout droit a la définition ci-aprés.

— Définition 3 | Valeur absolue
Soit x € R, la valeur absolue de x, notée | x|, est le réel défini par :

X
|x| =
—X

— Définition 4 | Distance entre deux réels
Soit (x, y) € R%. On définit la distance de x & y comme étant le réel noté d(x, y) et

défini par :

six=0

six <0.

d(x,y) = |x—y|.

Les réels peuvent se représenter sur une droite dite «xnumérique».

| x|

y ¢ b
ly| o R

]

Pour tous réels x, y, la valeur absolue correspond a I’écart (sans signe) entre x et y, et
|x| représente donc la distance entre x et 0.

Proposition 13 | Propriétés de la valeur absolue et de la distance
Ona: [0|=0,etpourtousx,y€R:

4 x| =0, |x|=max{x,—x}.
» (Séparation) |x|=0<= x=0,d(x,y)=0 << x=y.

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

(Parité / Symétrie) |x|=|—x|,
(Encadrement et valeur absolue)

d(x,y) =d(y, x).
—|x] < x < |x|. Plus généralement :

VMeR, [x|<M < -Ms<x<M.

lxl = Vx2, |x|* = x%

(Produit) |xy| = |x| x |y|

Toutes ces propriétés seront plus intuitives dans le Chapter ANA12 ou la valeur abso-
lue sera vue comme une fonction.

Preuve
4 La positivité est élémentaire et découle de la définition en séparant les cas.
Passons a la seconde partie.

4

» est évident.
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De maniére similaire, on a
[1xl = |y| P = x> =21x] x |y] + |y|* = x* - 2|xy| + y?
Orxy = —|xy|, dou x* + y* + 2xy = x* - 2|xy| y?, clest-a-dire

e+ y[* = =yl

» Six <0 alors
Et, comme |x +y| = 0 et ||x| —|y|| = 0, la proposition ?2 nous permet de conclure
\/x_=\/;><\/;=\/;2=x=|x|- que | | | <
Six<Oalors—x=0etona lx+y|=[1xl=y||-

Va2 = V(=22 = V=0 x Ve = VEx) = —x = 1xl.
» On peut par exemple utiliser la propriété idoine déja démontrée pour la racine.
n SOUS-ENSEMBLES USUELS DE R

lxy| =/ (xp)? = \/x2y% = \/F\/y—z x| x |y].

Théoréme 2 | Inégalité triangulaire
Soit (x,y) € R?, alors :

On rappelle brievement quelques sous-ensembles de réels connus depuis le col-

lege.

[IxI=|y|| < |x+y|<IxI+]y]|-

La partie de droite sert beaucoup plus souvent que le membre de gauche, mais les
deux sont bien a connaitre.

Preuve Ona

|x+y|2=(x+y)2=x2+y2+2xy
(|x| + |y|)2 =|x|?+21x| x |y| + |y]* = x* + 2| xy| y?
o’ Orxy<|xy| doux®+y*+2xy <x*+2|xy|y? cest-a-dire

lx+y|* < (le + |y|)2

Et, comme |x +y| = 0 et |x| +|y| = 0, la proposition 22 nous permet de conclure que :

|x+y|<IxI+]|y|.
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Sur ce dessin :

»  Rdésigne les réels, »  Qdésigne les rationnels,

» D désigne les décimaux, c'est-a-dire »
les nombres a virgules ayant un
nombre fini de chiffres apres la vir-
gule,

R\ Q désigne les irrationnels,

»  Z désigne les entiers relatifs (parfois »
appelés simplement entiers),

N désigne les entiers naturels.

Comme le dessin le rappelle, on a alors la chaine d’inclusions suivante :

NcZcD<SQSRcC

Notation Partie positive, négative, étoilée d’'un sous-ensemble de R

Soit E c R un sous-ensemble de R. Alors on note en général :
» E*={xeE|x+0}

» E'={xeE|x=0}

4 E ={xeE|x <0}

On peut aussi combiner les deux conditions :

et*={x€E|x>0}, e *={xeE|x<0}.

INTERVALLES ET LIEN AVEC LA VALEUR ABSOLUE. On passe a présent a une classe d’en-
sembles qui nous offrira un cadre commode pour définir toute sorte de notions sur
les fonctions : les intervalles.

Définition 5 | Intervalles
Soient a et b deuxréels avec a < b, on définit alors les sous-ensembles ci-dessous,

que l'on appelle intervalles de R*

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

le segment [a, D] : r [a, ] 1
[a,b] ={xeR|x=a,x<b} L a b
I" intervalle semi-ouvert en a, - la, b] R
[a,b]:]la,b]={xeR|x>a, x<b} ' a b’
i ab]
[a,b[={xeR|x=a, x <b} (; ',b>
i Ja, b|
la,b[={xeR|x>a, x<b} 3 '.b>
| [a, 00l
[a,+oo[={x eR|x = a} ; (; 3
”””””””””””””””””””””” R P
la,+oo[={x eR|x > a} ; d" >
i |-c0, 1)
]—o0o,b] ={x eR|x < b} %)
i |-co, 1)
]—oo,b[={xeR|x < b} | '.b>

Remarquons que lorsque a = b alors on définit de maniere naturelle :
la,b] ={a}, la,b[=]a,b]=la,bl=o.

Les intervalles centrés autour d'un point peuvent étre reformulés a I'aide de la valeur
absolue, puisque rappelons que pour toute e R:

x| <e &= -e<x<e < xe€[-¢gcg],
ou encore pour tout x, € R:

|x—xo| <€ &= —e<x-xy<e <= x€[x,—gx,+¢]|.

“0On indique sous la définition mathématique la lecture de 'ensemble.
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[x0 — €, X +€]

m
L
N

x0—€ x0+8

On arrive alors a la prochaine proposition.

— Proposition 14
Soient x € Rete > 0. Alors :

{xeR, |x—x0| <e} =]xg—€,Xxo + €[

{xER, | = x| se} =[xy — &, Xo + €]

Exemple 8 (Ecriture avec valeurs absolues d’intervalles plus généraux)
Montrer que si (a, b) € R? avec a < b, alors

+b b—
[a,b]z{xeRHx—a 's a},
2 2
+b b—
]a,b[={x€RHx—a '< a}.
2 2
Nlustrer ces formules sur un dessin.
(4
P

En résumé, la valeur absolue est une quantité tres efficace pour traduire des condi-
tions d’appartenance a un certain intervalle. Nous utiliserons régulierement ce genre

de choses en analyse.

BCPST1 € 2022 / 2023
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n RESOLUTION D’EQUATIONS ET D’'INEQUATIONS

m Principes généraux de raisonnement

Rien de bien nouveau dans cette partie par rapport aux classes antérieures. On for-
malise simplement différents types de raisonnements rencontrés jusqu’alors pour
résoudre des équations et inéquations, a 'aide des rudiments de logique dévelop-
pés dans le Chapter ALG1. Commencons par rappeler des erreurs cruciales a ne pas
commettre :

8 Attention Au sujet des divisions / factorisations
>

Ne jamais diviser par une quantité qui pourrait éventuellement étre nulle.
» Si(a,b) € R? alors I'égalité a® = b* n'est pas équivalente a I'égalité a = b.
Mais, on rédige la condition en utilisant une identité remarquable :

2 2

a’?=0? = a’>-b*>=0< a’-b
<~ (a—-b)a+b)=0

<~ a=boua=-b.

=0 > identité remarquable

> équation produit-nul

Comment procéder pour résoudre une équation? Plusieurs méthodes s’offrent a
nous.

a Méthode Résolution d’une équation ou inéquation

Considérons deux équations ou inéquations (EQ,), (EQ,) en une inconnue notée

X.

1. (Ensemble de définition) On commence par déterminer 'ensemble de dé-
finition de I'équation (ou inéquation) de départ. On cherche donc les incon-
nues solution dans ’ensemble de définition de I'équation (ou inéquation).

2. On note A,.%, 'ensemble des solutions (éventuellement vide) respectif de
(EQy), (EQy).
> (Travailler par équivalence) On arrive a transformer 1'équation (ou

inéquation) initiale en (EQ,) équivalente a la premiere, c’est-a-dire :

x solution de (EQ,) < x solution de (EQ,).
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0 Ou encore :

xeSH — xe€.%, endensemblesdesolutions: |H =.%|
» (Travailler par implication) On arrive a transformer 1'équation (ou
inéquation) initiale en (EQ,) mais a partir d'implications a partir de la
premiere, c’est-a-dire :

x solution de (EQ;) = x solution de (EQ,).

Ou encore :

m Techniques spécifiques de résolution

m Avec des produits et des quotients

On integre les réflexes suivants lorsqu’on cherche a résoudre une (in)équation :

»  tout passer du méme cOté pour comparer a 0,
> tout mettre sur le méme dénominateur le cas échéant,
»  factoriser au maximum.

Q Méthode Produit ou quotient nul, signe d’un produit ou d'un quotient

xeS = xe¥,, endensemblesdesolutions: |# S|

Ainsi, des solutions «parasites» (de (EQ,) mais pas de (EQ,)) peuvent ap-
paraitre. Il faut donc vérifier a posteriorilesquelles sont effectivement des
solutions de (EQ,).

» (Technique spécifique aux inéquations) Pour résoudre f(x) = g(x)
avec f,g : R — R deux fonctions, on peut aussi étudier le signe de la
fonction f — g (a l'aide de la dérivée).

e Attention Ensemble de définition
Quand on parle d’ensemble de solutions .4, %, cela sous-entend naturellement
ensemble de définition et de solution. On commence donc toujours pas préciser
I'ensemble de définition de I'équation ou I'inéquation considérée.

Larigueur de la rédaction mathématique demande qu'une fois que I'on a commencé
autiliser des symboles d’'implications (=) dans une suite d’assertions on ne réutilise
plus de symboles d’équivalence (<= ) — une fois que I'on a perdu une équivalence,
c’est donc perdu jusqu’au bout du calcul!

e Attention

Il ne suffit pas d’écrire sur sa feuille un symbole « < » pour prouver ladite équi-
valence! Si certaines ne sont pas évidentes, une justification précise est attendue.
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Soient A et B deux réels.
> AB=0 <= A=00uB=0.

4 B 0 < A =0 (et B # 0 pour que le quotient ait un sens, cette condition

peut intervenir dans 'ensemble de définition de I'équation).

»  Pour déterminer le signe d'un produit ou d'un quotient, on dresse un ta-
bleau de signe pour chaque facteur au numérateur et éventuellement au
dénominateur.

m Type polynomial

ETUDE DE ax + b, a # 0. Tout se cache dans le tableau de signe.

+00

QT

ax+b 0

Exemple 9 Résoudre dans R les (in)équations suivantes.
P x(x+2)=2x(3x-4)

o x(x+2)=2xBx—-4) < 5x2-x)=0 < [x=0oux=2|
14 Bx—-1Dx+2)>2-6x)4x+3).
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ETuDE DE ax® + bx + c,a # 0. On reprend les formules vues au lycée pour résoudre
des équations du second degré a coefficients réels. Elles seront généralisées dans le
Chapter ALG3 aux cas de coefficients complexes.

Considérons un trinéme x — ax? + bx + c avec a,b,c € Ret a # 0. Vous avez ap-
pris en premiere comment on trouvait ses racines, en mettant le trindbme sous forme
«canonique»'. On a pour tout x € R, puisque a #0:

1C’est-a-dire sans facteur en x

BCPST1 € 2022 / 2023
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b c
ax’*+bx+c=a (x2+—x)+—
a a .
b2 p? > forme canonique
=a (x + —) -—— -
2a 4a’ a
by 1
=a (x+—) - — (b*-4ac)
2a 4a?

Le terme entre crochet ressemble 4 une identité remarquable de la forme «a® — b?».
Deux cas se présentent, en notant A = b? —4ac:

4 SiA>0:

ax’+bx+c=a
2a

ol (%]

identité remarquable

( —b+\/K)( —b—\/Z)
=alx- X —
2a 2a
{—b+\/Z —b—\/K}
=0 < x¢€ , .
2a 2a
> SiA=0:
b 2
ax’+bx+c=a (x+—) -0
2a
—b)\2
o3
2a
-b
=0 <= x=—.
2a

4 si A <0, alors
1 -A
—-— (b?>-4ac)=— >0,
4a2( ) 4a?

Donc il n'y a pas de solution (dans R).

b 2

(x+—) >0 = ax’+bx+c>0.
2a

On arrive tout droit au théoréme suivant.
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Théoréme 3 | Résolution sur R des équations du second degré a coefficients les racines sont —1 et —6.
— réels M —  sim €] —o00;—6[U] - 1;+00[ : m* +7m +6 > 0 donc A < 0 et I'équation
Soit (a, b, ¢) € R® avec a # 0. On cherche les solutions de 'équation ax*+ bx + ¢ = (m +2)x% —2mx +2m + 3 = 0 nadmet pas de solutions réelles.
0 d’inconnue x. On appelle discriminant la quantité A = b* — 4ac Par ailleurs, m +2 < 0 si m €] — oo; —6[ donc dans ce cas, (m + 2)x> —
—b=+A , . e g .
b SiA > 0l'équation ax?+ b+ x + ¢ = 0 admet deux solutions \/_ ot 2mx+2m+3 <0 pour tout x € R (et l'ensemble solution de l'inéquation
2a estdonc R).
b+ \/K En revanche, m +2 > 0 si m €] — 1;+oo[ donc dans ce cas, (m +2)x? —
S 2a ) ) ) 2mx+2m+3 > 0 pour tout x € R (et l'ensemble solution de l'inéquation
»  Sienparticulier A = 0 alorsles deux solutions sus-mentionnées sont confon-
b estdonc @).
dues. Il n'y a qu'une solution définie par ~5q — sim=—6,A =0 donc l'équation (m + 2)x* = 2mx +2m + 3 = 0 admet
3
» SiA<o0alorsl'équation ax® + bx + ¢ = 0 nadmet pas de solutions sur R. une unique solution réelle : >

Par ailleurs, —6 + 2 < 0 donc (m + 2)x* — 2mx + 2m + 3 < 0 pour tout

Exemple 10 Soit m € R et P(x) = 2x% + (2m + 2)x + m? — 1 définie pour tout 3 3
X € R\ {5} (et l'ensemble solution de l'inéquation est donc R\ {5 }).

x € R. Pour quelle(s) valeur(s) de m 1’équation P(x) = 0 admet-elle une unique

solution? Quelle est alors cette solution? — sim=-1,A =0 donc l'équation (m +2)x* — 2mx +2m + 3 = 0 admet

o’ A, =4m?-8m—12 =0, dont on souhaite & présent étudier le signe en m. une unique solution réelle : 1.

On calcule donc le discriminanten m : A’ = 256 = 162 Par ailleurs, =1 + 2 > 0 donc (m + 2)x* — 2mx +2m + 3 = 0 pour tout
X € R (et l'ensemble solution de l'inéquation est donc @ ).

DoncA,, =0 < m=m, oum, avecm, =—1 et my =3. — sime]l-6;—1[:m*+7m+6 <0 donc A > 0 et I'équation (m + 2)x* —

»  Doncsim=3oum= -1, l'équation P(x) = 0 admet une unique solution. 2mx +2m + 3 = 0 admet deux solutions réelles distinctes

»  Sim=-1,0 est!'unique solution. v > o s JOETI e
»  Sim=3,-2 est l'unique solution. X = 2m - v —A4m”+7m+6) _m=y-(m”+7m+6) etx, = mt v -(m”+7m+6)

2(m+2) m+2 m+2

Exemple 11 Résoudre selonlesvaleursde m e R:  (m+2)x>—2mx+2m+3=0

. 2
pjls (m+2)x“-2mx+2m+3<0. 0 <> x €] — 00; X, [U]xy; +00L.

s Enfin, sim €] —2;-1[, m+2 > 0 donc (m +2)x* - 2mx +2m +3 <
» sim = -2, lexpression devient 4x — 1, une expression affine. Donc 0 <> x €lx;; %,

Par ailleurs, sim €] —6; -2, m+2 < 0 donc(m+2)x>-2mx+2m+3 <

1 1
4x—1:0<=>x=1et4x—1<0<:>x<1.

»  sim#-2,(m+2)x*-2mx +2m+3 est un trindme du second degré dont le

discriminant vaut . 3 L. ) ) ) )
LORSQUE LE DEGRE EST SUPERIEUR OU EGAL A3 Si C'est possible (équations bicarrées), on

A=—4(m*+7m+6). peut chercher a effectuer un changement de variable (voir plus loin).

S' ] ] PN t‘ . ]) . PN ]J z ’
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duit de facteurs de degrés inférieurs :

soit on factorise directement en repérant un facteur commun,

soit on trouve une racine évidente x, et dans ce cas on sait qu’il est possible
d’écrire |A(x) = (x — xy)B(x)| o1 le degré de B(x) est le degré de A(x) moins 1. Il
s’agit alors de poser une forme générale pour B(x), avec des coefficients incon-
nus, puis de trouver la valeur de ces coefficients en redéveloppant I'expression
(x — x,)B(x) et en identifiant terme a terme avec A(x).

Remarque & Tout ce qui précede deviendra plus limpide lorsque nous traiterons
les polyndmes dans le Chapter ALGY.

Exemple 12 Résoudre dans R les (in)équations suivantes.
1. P+x+2=4x%
o P+x+2=4x> &= x%—4x%+x+2=0.1 est une racine évidente. Donc

(a,b,c) € R, x3—4x?+x+2 = (x—=1)(ax®+bx+c) = ax®+(b-a)x*+(c—b)x—c.

En identifiant, cela donnea =1,b = -3 etc = -2.

Doitx®—4x*+x+2=0 = (x - 1)(x2—33f—2) =0.
7

Or les racines du trinéme x* — 3x — 2 sont —— et 3

. e . 1 7
Léquation admet ainsi trois solutions : 1, — 3 et —-

2 x'-x<0 = x(x*-1)<0 <= x(x-1Dx*+x+1) <0 (la factorisation de
x° — 1 sobtient comme précédemment).
CommeVx € R, x* + x + 1 > 0 (discriminant strictement négatif),

xx-Dx*+x+1) <0< x(x—-1)<0

ce qui est le cas lorsque x €]0; 11.
3. x*-x<0
s —2x*+3x-10 —2x*+3x-10
=20 <
—x34+7x2-14x+8 (x —1)(—x?>+6x-18)
tion du dénominateur comme précedemment).
CommeVx € R, —2x* + 3x — 10 < 0 (discriminant strictement négatif),

> 0 (apres factorisa-

—2x%+3x-10 1
>0 — <0
(x—1D(-x2+6x-28) (x—=1(-x2+6x—-8)

BCPST1 € 2022 / 2023

15

Chapitre ALG2. Nombres Réels & Trigonométries

ce qui est le cas lorsque x €]1;2[U)4; +ool (les racines du trinome —x* + 6x — 8
étant?2 et4).

m Transformer des équations et inéquations pour mieux les résoudre

UTILISER LES PROPRIETES DE In, exp. Lidée est d’essayer d’appliquer In, ou exp de
chaque c6té afin de simplifier I'équation.

Exemple 13 Résoudre dans R les (in)équations suivantes.
1 2In(x+1)=In(x-1)+In2x-1)

s’ 2In(x+1) =In(x — 1) +In(2x — 1) est bien définie lorsque x > 1. Alors

2In(x+1) =In(x-1)+In(2x - 1)

—= In((x+ 1% =In((x-12x-1))

— x+1)2=(x-1D2x-1) < x*-5x=0 < x(x—5)=0
— (x=0oux=5etx>1

<~ x=5.

2. ex+1e3x—4 >1

ELEVERAU CARRE. Llidée est d’essayer d’élever au carré afin de supprimer d’éventuelles
racines. Attention : on rappelle qu'on ne peut élever au carré n'importe comment une
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Attention

tifs. Attention, une fois les valeurs possibles de X trouvées, il ne faut pas oublier de
revenir aux solutions en x pour conclure.

inégalité! 1l faut toujours prendre la précaution de savoir si les membres sont posi-

Exemple 14 Résoudre dans RI'équation suivante: x = /2 — x. 3 LNl . )
Exemple 16 Résoudre dans R les (in)équations suivantes.

1. x*-3x2+2=0etx*-3x2+2<0

— ¥ PosonsX =x%.0Onaalorsx*-3x*+2=0 < X?>-3X+2=0etX = x?
B — 2_ . P . .
X=V2-x X"=2-x Les racines du trindomeX? —3X+2 =0 étant 1 et 2,

o’ Léquation est définie sur]—oo,2]. On a pour x € |—00,2] :

= x*+x-2=0

= (x-1x+2)=0 x-3x2+2=0= x’=1oux*=2 xe{—\/i,—l,l,\/i}.
= xe{l,-2}. Pour l'inéquation, X* —3X +2 < 0 < X €]1;2[ donc
On voit ainsi que les solutions de notre équation sont incluses dans len-
semble {1, -2}. En réinjectant ensuite ces valeurs dans l'équation on constate que

|seul 1 est solution. 2

Xt —3x242<0 e 1<x2<2 < x€l—V2;—1[U]1; V2]

. eft+el ™ =e+1
o ef+elF=e+l = e re=(e+1)e* < ()’ —(e+1)e“+e=0.
PosonsX =e*.Onaalorse*+e' ™ =e+1 < X?—(e+ )X +e=0etX = e".
Le discriminant du trinomeX? — (e + 1)X + e est A = (e — 1)®> > 0 donc

VXx2+2x<x+1.

o’ Vx2+2x < x+1 nlest bien définie que si x €] — co; —2] U [0; +oo0].

Exemple 15 Résoudre dans R I'inéquation suivante :

e+l—-(e—1 e+l+(e—1

X2—(e+1)X+e=0 << X=
2 2

Par ailleurs, comme V x? + 2x = 0 on a aussi x + 1 > 0 par transitivité donc on sait
quex > —1.

Pour tout x € [0; +o00[, on a alors

Vi242x<x+1 <= x’+2x<(x+1)? <= 0<1

Ainsi,

e“+el ™ =e+l = ¢e*=loue=e<=[x=00oux=1.

ce qui est toujours vrai donc V x> +2x < x + 1 pour tout x € [0;+oo[. Lensemble

des solutions est|[0; +ool|.

ENLEVER LES VALEURS ABSOLUES. Pour enlever une valeur absolue, il faut connaitre le
signe de ce qu’il y a aI'intérieur. On peut donc étudier le signe de 'expression dans la
valeur absolue puis faire une disjonction de cas pour résoudre I'(in)équation obtenue
sans la valeur absolue dans chacun des cas possibles.

UTILISER UN CHANGEMENT DE VARIABLE. Il s’agit de poser un changement de variable du
typeX = e* ouX = In(x) ouX = x? ouX = \/x... pour faire apparaitre une (in)équation
plus simple a résoudre (en général polynomiale). Dans les exercices, le changement
de variable éventuel a réaliser sera toujours donné.

Exemple 17 Résoudre dans R les (in)équations suivantes.
1. |x—-4|=2x+10
o’ Six—4=0 < x =4, léquationsécritx—4 = 2x+10i.e.x = —14 ¢ [4; +oo[
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donc l'équation na pas de solution dans cet intervalle. Finalement, |x —4| =

2x+10 = [x=-2]
2. |13—x|>|x+2|
,'

> six €] —oo; —2], l'inéquation devient3 —x > —x —2 <= 3> -2 cequi est
toujours vrai donc l'inéquation est vérifiée pour tout x €] — oo; —2].

» six € [-2;3], l'inéquation devient3 —x > x+2 < x < 3 donc l'inéqua-

1
tion est vérifiée pour tout x € [—2; 3 [

» si x € [3;+00l, l'inéquation devient x —3 > x +2 < —3 > 2 ce qui est
toujours faux donc l'inéquation n'est vérifiée pour aucun x € [3; +ool.

Finalement, |3 —x| > |x + 2| <] _OO;E['

RESOLUTION D'INEQUATIONS PAR UNE ETUDE DE FONCTION.  Si on souhaite montrer qu'une
inéquation est vraie pour tout x dans un certain sous-ensemble E (de R), ou méme
vraie sur R tout entier, et que l'on n'y parvient pas par inégalités successives, on peut
essayer d’étudier les variations d'une certaine fonction.

0 Méthode

Soient f, g : R — R deux fonctions définies sur R.

»  On définitla fonction £ : x — f(x) — g(x).

»  On étudie les variations de £, on en déduit le signe de h.
» Lesigne de i donne alors la réponse.

Pour montrer «Vx € E, f(x) < (ou =)g(x)»

Commencons par un exemple complet.

Exemple 18 RésoudresurR: e*=x+1.

R — R
o’ Soitf .

o —x—1 .Lafonctionf est dérivable car somme de fonctions
—_— — —_

dérivables.
Pour tout x € R, on a f'(x) = exp(x) — 1. Ainsi, si x > 0 alors f'(x) >0 etsix <0
alors f'(x) < 0. On obtient donc le tableau de variations suivant :
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X —00 0 +00
f'(x) - 0 +
+00 +00
f(x) \ . /

Dapres le tableau de variations f admet 0 pour minimum sur R et latteint
en 0. On a donc montré que, pour tout réel x € R, f(x) = 0 et, par suite,
l'ensemble des solutions est R)|.

Exemple 19 Montrerque: Vx>-1, In(l1+x)<x.

s’ On posef lafonction définie sur] — 1;+ool par:

Vx>-1, fx)=In1+x)—x.

La fonction f est dérivable sur] —1;+oo[ et :

= ——1=%

Vx>-1,
1+x

“1+x

On dresse alors le tableau des variations de f :

X -1 0 +00
f(x) - 0 +
0
—00 —00

Commef(0) =0, on a que pour toutx > -1, f(x) <0.Ainsi:

Vx>-1, InQ+x)<ux.
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PARTIES MAJOREES, MINOREES DE R & PARTIE ENTIERE

Minorant, majorant, borne inférieure/supérieure

— Définition 6 | Majorant, minorant
Soit A un sous-ensemble non vide de R.

»  Ondit que A est majoré s’il existe un réel M tel que
YaeA, a<M.

On dit alors que M est un majorant de 'ensemble A.
»  Ondit que A est minoré s'il existe un réel m tel que
VYaeA, az=m.

On dit alors que m est un minorant de 'ensemble A.
»  Unensemble ala fois majoré et minoré est dit borné.

Attention

Un ensemble majoré (resp. minoré) admet une infinité de majorant (resp. de mi-
norants). En effet, si M est un majorant, alors M + 1 en est un aussi.

Exemple 20 (Négation) Ecrire la négation de «A est minoré», puis «A est ma-
joré ».

4

Proposition 15 | Partie bornée et valeur absolue
Soit A un sous-ensemble non-vide de R. Alors :

Aestborné < IMeR*, Vxe€A, |x|<M.
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Preuve
Supposons d’abord que A est borné, soit alors M un majorant de A et m un
minorant de A. Alors, pour x e Aona

xsMs<s|M|, xsm<-|\m|.

Posons R = max{|M|, |m|}, on a alors [M| <R et —|m| = —-R.

Ainsi, pour tout x e Aona —-R < —|m| < x <|M]| <R, cest-a-dire |x| <R.
Réciproquement supposons qu'il existe R € R* tel que, pour tout x € A, |x| <
R. Alors, pour x e Aon a

x<|x|<R, x=-|x|=-R.

Le réel R est donc un majorant de A et —R est un minorant de A, I'ensemble A est

ainsi borné.
Exemple 21
» Lensemble]l,3] est » Lensemble] —oo,4] est
o’ borné. o’ majoré mais nest pas minoré.
P Nest » Q

o’ minoré mais nest pas majoré . o’ nest ni majoré, ni minoré.

Considérons I'intervalle A = [0, 2[. Ici, les réels 0 et 2 jouent un rdle particulier.

>

0 est un minorant, et il ne semble pas y en avoir de plus grand, et il est dans A.
On dira que 0 est la «borne inférieure de A», et méme un «minimum de A » car
il appartient a I'snsemble.

2 est un majorant, et il ne semble pas y en avoir de plus petit, et il n’est pas dans
A. On dira que 2 est la «borne supérieure de A ».

Formalisons cela dans la définition/proposition qui suit.

Définition/Proposition 2 | Borne supérieure/inférieure
Soit A un sous-ensemble non-vide de R.

» (Bornesupérieure) SiA est majorée, alors : A admet un plus petit majo-
rant, et on appelle borne supérieure de A le plus petit de ces majorants, noté
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SupA.

(Borne inférieure) Si A est minorée, alors : A admet un plus grand mino-
rant, et on appelle borne supérieure deA le plus grand de ces minorants, noté
infA.

4

Nous admettons l'existence d'un plus petit/grand majorant/minorant sous les hypo-
théses mentionnées.

— Définition 7| Maximum / Minimum
Soit A un sous-ensemble non-vide de R.

» SiAestmajorée et supA €A, alorsonditqueA admetun maximum, et
on note maxA = supA.
» SiAestminorée et infA €A, alorson dit que A admet un minimum, et

on note minA = infA.
Un minimum ou un maximum est appelé un extremum.

Attention

Un ensemble n'admet pas forcément de maximum ou de minimum. Mais, pour
nous, toujours une borne supérieure ou inférieure car nous travaillerons avec des
parties non vides majorées ou minorées.

Remarque 5 (Un peu d’orthographe) IAcadémie Francaise recommande
d’utiliser le pluriel «a la francaise» pour les mots latins finissant en «- um»
comme « maximum», «minimum» ou «extremum». En revanche, en Mathéma-
tiques, nous utiliserons des pluriels latins c’est-a-dire : «maxima», «minima» et
«extremanr.

Exemple 22 On considere les ensembles suivants

A=1[1,2], B=]-00,3], C=]0,4, D=]1,+00[, E=N, F=R"".

Préciser si ces ensembles admettent un maximum ou minimum, et donner sa
valeur le cas échéant.

R
» A admet comme maximum 2 et comme minimum 1.
» B admet comme maximum 3 et nest pas minoré et nadmet donc pas de mi-

nimum.
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C est borné mais nadmet ni maximum, ni minimum.

D est minoré mais nest pas majoré, D nadmet ni maximum, ni minimum.
E admet0 comme minimum et nest pas majoré et nadmet donc pas de maxi-
mum.

F est minoré mais nest pas majoré, F nadmet ni maximum, ni minimum.

Pour terminer, on souhaite traduire mathématiquement (a 'aide de quantificateurs)
les portions d’assertions «plus petit majorant» et «plus grand minorant» apparais-
sant dans la Définition/Proposition 2. Reprenons I'exemple de A = [0,1[. On a1l =
supA, mais comment traduire que c’est le plus petit majorant?

1-¢

| I \
| L 4
TI—EIaEA,l—esasl

A=10,1]

S m

Si on se fixe € > 0, alors 1 — € ne sera pas un majorant, c’'est-a-dire il existe a € A de
sorte que 1—€ < a < 1. On peut traduire de la méme facon le fait d’avoir un plus grand
majorant, ce qui nous mene au théoréme suivant, que nous admettons.

— Théoréme 4 | Caractérisation de la borne supérieure/inférieure
Soit A un sous-ensemble non-vide de R.

» (Bornesupérieure) SiA est majoré, alors :
(i) M est un majorant,
M=supA < { . , .
(ii) Ve >0, M—en'est pas un majorant,
(i) VaeA a<M,
=<
(ii) Ve>0,3dJacA, M—-e<a<M.
» (Borneinférieure) SiA est minoré, alors:
. (i) m estun minorant,
m=infA < { | )
(ii) Ve>0, m+¢€ n'est pas un minorant,
(i) VaeA ms<a,

(ii) Ve>0,JdaceA, m<as<m+e.
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Partie entiére

La notion de borne supérieure va nous permettre de définir proprement la notion de
«partie entiere» d'un réel, qui est connue depuis bien longtemps mais peut-étre pas
sous ce nom. Ainsi, on souhaite définir mathématiquement 'action d’6ter la partie
décimale d'un nombre réel, c’est-a-dire transformer par exemple 1.1 en 1. Comment
faire cela? Une idée serait I'écriture de tout réel x de la maniere suivante :

x=k+y, keN, yel01].

Puis on poserait que la partie entiére de x est I'entier k, mais encore faudrait-il prou-
ver d’abord I'existence et I'unicité de x. Par exemple 1.1 = 1 + 0.1 donc la partie en-
tiere de 1.1 est 1. En revanche, ce n'est pas la définition classique qui consiste a dire
qu'il existe un unique k € Z tel que x € [k, k + 1[, c’est-a-dire que x se trouve dans un
unique intervalle de deux entiers consécutifs. Dans notre exemple, 1.1 € [1,2[.

Définition/Proposition 3 | Partie entiére
Soit x € R. On appelle partie entiere de x 'unique entier relatif noté |x] € Z, tel

que:

xe[lx,lx]+1] (= |[x]<x<|x]+1).

Attention
Attention aux confusions entre <, <.
»  Sivous confondez les deux symboles, alors on change complétement la no-
tion. *
»  Sivous oubliez d’utiliser une inégalité stricte, c’est pire, il n'y a plus unicité!

Exemple 23 Calculer les parties entiéres ci-apres.

»  |[3.1] »  |-4.5]
s’ 13.1]=3car3<3.1<3, o? |-45] = =5, car—5< —4.5<
—4,

2Par exemple, si on avait pris comme définition | x| < x < |x] +1, alors on aurait |5] = 4... curieuxnon?
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» 2] b H
3

, - < 7 7
o 12]=12,car12<12<13, 2 {§J=2,car2<§<3.

Preuve Nous devons maintenant justifier 'existence et I'unicité de la partie en-
tiere. Soit x € R.

Existence. (tres partielle) Considérons N, = {n € Z| n < x} I'ensemble des entiers
inférieurs a x. Nous admettons que N, est non vide, cet ensemble est majoré par
x. Il admet donc une borne supérieure que 'on note |x] = sup(N,). On admet que
cette quantité convient.

Unicite. Supposons que m, n € Z conviennent pour la partie entiere de x. Alors :

n<x<n+l, m<x<m+l.

On peut supposer que n < m, sinon on inverse les roles. Alors en combinant les deux
encadrements, on a :

n<ms<sx<n+l<m+]l.

En particulier, n < m < n + 1. On aurait donc qu'un entier m serait compris stricte-
ment entre deux entiers consécutifs 7, n + 1 — absurde.

— Proposition 16 | Reformulation de la définition
Soit x € R. Alors :
4 |x] estle plus grand entier inférieur ou égal a x, i.e. :
x| =max{n e Z|n < x}.

»  |x] estl'unique entier relatif noté | x|, tel que :

x—-1<|x]<x.

De maniere générale, lorsque l'on ne sait plus si on doit ouvrir ou fermer I'encadre-
ment, on vérifie ce que I'on écrit avec un exemple, par exemple tester avec x = 1.1.
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n TRIGONOMETRIE

On rappelle dans cette section la définition géométrique du cosinus, sinus et de la
tangente. Leur étude en tant que fonction sera faite dans le Chapter ANA12.

m Définitions

Définition 8 | Cercle trigonométrique
Le cercle trigonométrique est le cercle du plan de rayon 1 et de centre O.

D’apres le cours de géométrique, c'est le cercle d’équation cartésienne  x* + y? =

1.

— Définition 9 | Cosinus, sinus et tangente
Soit (O, ;,]) un repere orthonormé du plan. Soit € le cercle trigonométrique. Soit
x unréel et M(x) le point de €6 tel que x soit une mesure de 'angle (i,OM).
»  Onappelle cosinus de x, noté cos x, 'abscisse du point M(x).
»  Onappelle sinus de x, noté sin x, 'ordonnée du point M(x).
b
» Lorsquex ¢ {5 +kn ‘ ke Z}, on appelle tangente de x, notée tan x, la quan-

sinx

tité: tanx =

cosx’
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p—

4

4

4

1
/
1 Mitx) e . N
3 Pourquoi indiquer tanx a cet
sinx tanx endroit? Ceci est une simple
< | conséquence du théoreme de
_1 ] COS X ] THALES. En effet, il donne
\ ) ) / tanx 1
—= sinx cosx’
2
\
-1

b
Remarque 6 Pour la tangente, la condition x ¢ {5 +kn | ke Z} garantit que

cos x ne s'annule pas, donc que la fraction est bien définie. Nous le reconsta-
terons lors de la résolution d’équations trigonométriques.

Proposition 17 | Conséquences directes de la définition
(Inégalités fondamentales)

-1< X
Vx eR, .
—1<sinx <

{Icos(x)l <1,
—

[sin(x)| < 1.
(Théoréme de PYTHAGORE)

VxeR, cos’x+sin’x=1.
(Parité) Pourtoutx € R,

cos(—x) =cosx, sin(—x)=-sinx.
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»  (Périodicité) Pourtoutxe R, keZ,

cos(x +2km) =cosx, sin(x+2kmn)=sinx, tan(x+ km)=tanx.

Remarque 7 Dans la proposition précédente cos?(x) désigne (cos(x))? . Autre-
ment dit, la fonction cos? évaluée en x.

Remarque 8 (Et le college?) Ces définitions sont tout a fait cohérentes avec
celles qui ont été vues au collége et au lycée. Dans votre enfance, on vous avait
expliqué qu’en considérant un angle x d’un triangle rectangle, on avait :

coOté adjacent

COSX = -
hypoténuse

Ici, le triangle rectangle sous-jacent est celui dessiné sur le cercle trigono-
métrique précédent, avec la longueur de I'hypoténuse qui vaut 1 (la distance
OM(x)). Pour retrouver la formule du college avec une longueur d’hypoténuse
quelconque, on applique le théoréeme de THALES. Il en est de méme pour le sinus.

m Formules trigonomeétriques

m Valeurs remarquables

Il existe de nombreuses formules en trigonométrie, seules quelques unes sont a notre

programme, ce sont celles figurant dans les énoncés ci-apres. Toutes les autres sont

hors-programme, certaines d’entre elles seront vues néanmoins dans des exemples.

On commence par les principales : les formules d’addition, qui seront admises (voir
On rappel également ici un certain nombre de valeurs remarquables utiles. vos cours de lycée sur le produit scalaire).

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux 22 BCPST1 € 2022 / 2023



Proposition 18 | Formules d’addition
Soient x,y € R.

P cos(x £ y) = cos(x)cos(y) Fsin(x) sin(y),
P sin(x +y) =sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x).

Attention au sinus

Pour le cosinus, le signe est inversé dans le résultat.

e i ~ 4,
Exemple 24 (Autre formule : anti-linéarisation) Soit (x, y) € R%. A l'aide des
formules précédentes, établir une formule pour cos x cos y,sin x siny, sinx cos y.

4

Corollaire 1| Multiples de
Soit n € Z. Alors :

cos(nm) = (-1)", sin(nmn) =0.

Preuve Montrons tout d’abord la formule pour n € N, en faisant une récurrence

sur n € N.

4
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En prenant différentes valeurs de x,y, et en utilisant les valeurs remarquables, on
déduit les formules ci-apres facilement.

— Corollaire 2 | Formules de transformation d’angles associés
Soit x € R.

4 cos(—x) = cos(x), 4 sin(—x) = —sin(x),

4 cos(m — x) = —cos(x), 4 sin(m — x) = sin(x),

4 cos(m+ x) = —cos(x), 4 sin(m + x) = —sin(x),
T T

4 cos (— — x) = sin(x), 4 sin (— — x) = cos(x),
2 2
i . (T

4 cos (E + x) = —sin(x), 4 sin (E + x) = cos(x).

Remarque 9 Naturellement, des formules similaires peuvent s’obtenir pour la
tangente. Mais on les retrouve facilement a 'aide de celles énoncées précédem-
ment.

Exemple 25 A l'aide des valeurs remarquables et de propriétés sur cos, sin, dé-
terminer les valeurs ci-apres.

27
CcoSs —
3

7

. 3
sin —
4

4
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3n
4 cos(——) 4 sin(—g)
4 6
4 4
27 . T
> cos|—— 14 sin|——
3 3
7 »’

Et enfin, les cas particuliers x = y dans les formules d’addition fournissent les for-

mules dites de duplication.

Corollaire 3 | Formules de duplication / anti-linéarisation
Soit x € R.

»  cos(2x) = cos®(x) —sin?(x) = 1 —2sin?(x) = 2cos?(x) — 1.
4 sin(2x) = 2 cos(x) sin(x).

Ou encore, de maniere équivalente, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 4 | Formules de linéarisation
Soit x € R. Alors :

2 1+cos(2x) 1—-cos(2x)
cos”(x) = — —_—

2
sin®(x) =
(x) 2

Remarque 10 (Retenir les formules d’angles associés de maniére géomé-
trique) Les relations entre les cosinus et sinus des angles associés ne s'ap-

. . . T
prennent pas par coeur! Mémoriser comment construire les angles > +xetm+x

sur le cercle trigonométrique.

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

M(x) /

M(x)

AN

COMBINAISON LINEAIRE D'EXPRESSIONS TRIGONOMETRIQUES. Une derniére conséquence
des formules d’addition est la transformation d’expressions trigonométriques en cos
ou sin.

Méthode Ecriture d’'une combinaison linéaire de fonctions trigonométriques sous

Q «forme déphasée»

Soient a, b, x € R. On souhaite transformer I'expression
E(x) =acosx + bsinx

en pcos(x + ), avec p € R", ¢ € R, ou la forme psin(x + ¢). On supposera que
a # 0 et b # 0 (sinon I'expression est déja de la forme voulue).

1. Mettre p = V a? + b? en facteur, de sorte que

a b .
E(x) = p(—cosx+ —smx).
p p

b 2 2
2. Comme (g, —E) est sur le cercle trigonométrique, puisque (g) e (——) =1,
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0 il existe ¢ € [0, 27[ tel que :

=cos®, -— = sin .

b
Vv a?+ b?

E(x) = cosxcos@ —sinxsing = cos(x + ¢) d’'apres les formules d’ad-

a
Va?+b?
3. Alors
dition.
Une méthode analogue existe si 'on souhaite une forme déphasée de la forme
psin(x + ¢), il suffit de choisir I'angle différemment.

Remarque 11 Langle ¢ peut ne pas étre explicite, en fonction des valeurs de a, b.

Exemple 26  FEcrire sous forme d’un sinus puis d’'un cosinus l'expression
\/Ecose + \/gsine avec O € R.
7

Résolution d’équations trigonométriques

— Proposition 19 | Résolution d’équations
»  Soit (x,y) € R

cos(x) =cos(y) < Ik €Z, (x =y +2km ou (x = —y+2km).

»  Soit (x,y) € R

sin(x) =sin(y) <= 3k e€Z, (x =y +2kmn) ou (x = —y +2km).

BCPST1 € 2022 / 2023 25
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Chapitre ALG2. Nombres Réels & Trigonométries

Soit (x,y) € 22,

tan(x) =tan(y) < 3k e€Z, (x =y + kmn).

Remarque 12 (Retenir les solutions d’équations trigonométriques de maniére
géométrique)

J i
T T N
/ i Mor-x, V()
~ (=
\/ 0 i \/ 0 i
\ T N
Exemple 27
» Résoudre sinx =2 en x € [0,2m].
’l

1
> Résoudre sinx = 3 en x € ]-2m,0].

4
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Chapitre ALG2. Nombres Réels & Trigonométries

Exemple 28 (Avec phase a trouver) Résoudre \/§ cosx —sinx = \/5 enx €R.

2
4 Résoudre cosx = —7 en x € [0,2m].

* % % Fin du chapitre * % x

4 Résoudre sinx = cosx en x € R.
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Chapitre ALG2. Nombres Réels & Trigonométries

n EXERCICES
m Trigonométrie

Exercice ALG21 | Montrer que :

¥YneN, VYOel0,nl, |sin(nb)|<nsind.
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Chapitre ALG3. Nombres Complexes

Chapitre ALG3.

Nombres Complexes

Résumeé & Plan

Lobjectif de ce chapitre est de revoir certaines propriétés de premiére année sur
les nombres complexes. Quelques compléments seront présentés en fin de cha-
pitre, notamment sur les solutions de I’équation z" = 1 avec n € N appelées Ra-
cines n-iemes de l'unité.

L'histoire des nombres complexes commence vers le milieu
du XV ieme siecle avec une premiére apparition en 1545,
dans l'ceuvre de CARDAN, d'une expression contenant la
racine carrée d’'un nombre négatif, nombre qu'il appelle
«sophistiqué». Cest Raphaél BOMBELLI qui met en place les
regles de calcul sur ces quantités que l'on appelle alors
impossibles avant de leur donner le nom d'imaginaires.

— Le saviez-vous ?

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux 1 BCPST1 € 2022 / 2023



Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

Chapitre ALGA4.

Calculs de sommes et produits

Résumé & Plan 4 Exercices 82

Vous avez peut-étre déja rencontré la notation )  dans les classes antérieures.

Nous allons la revoir danS ce Chapitre, eten Complément VOir son analogue pour 4.1 | SF o1 0) w (<) | [T 82
les produits. Enfin on termine avec les sommes doubles ainsi qu'une généralisa-
. K L R 4.2 CalculS de SOMIMIES . oo vt ttet ettt ettt ettt ettt nnnnns 82
tion des identités remarquables : la formule du binébme de NEWTON.
4.3 Calculs de prodUuits .. ..o.ueert vt eie et 83
1 Notations Z et H 65 4.4 Calculs de sommes doubles .........c.cooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiaen.., 84
1.1 SOMIMES ...t 65 4.5 PYEhON .ot e 84
1.2 PIOQUILS ettt et e et e ettt e e 72 4.6 Solutions des €XEICICeS . ..vuii ittt 85
5 5 5 5 5 5 _ 5
2 Coefficients binomiaux et formule du binome 75 F+57+6°+ 7+ F+11°=12
— Le saviez-vous?
2.1 Coefficients binomiaux ........coovviiiein i 75
Pour commencer, nous allons introduire diverses notations et régles de calculs.
3 Sommes doubles 79
Cadre
1 leslibres ... e . P
3 Sommes doubles libres & Dans tout le chapitre, 'ensemble K désignera R ou C.
3.2 Sommes doubles sous contrainte ............c..cciiiiiiiiiiiiiiia.. 80
On rappelle que pour tout couple d’entiers (a, b) € Z2 tels que a < b, 'ensemble [a, b]
3.3 Sommes doubles a indices séparables .............c.coiiiiiiiiiiiian... 81 contient b — a + 1 éléments.
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

“ NOTATIONS ) ET [
n Sommes

Au lycée, vous avez peut-étre déja rencontré des formules de ce type. «Pour g # 1, on
a:

1 _ ql’l+1
QP +q'+q*+ g+ gt = —— >
l-q
Lutilisation des points de suspension pour écrire cette somme rend I'écriture assez
lourde et potentiellement compliquée a manipuler. Ce chapitre introduit une nota-

tion plus concise. En lieu et place de la formule précédente, nous noterons plutét :
n
k_ 0, 1., 2 3
Y a"=q"+q'+q*+ g+ +q".
k=0
1l faut la comprendre ainsi : on additionne tous les g* avec k parcourant tout I'inter-
valle entier [0, n].

e Notation Symbole ) _
»  Soit (n,m) € Z* avec n < met (a,, ..., a,,) € K™ "*1. On appelle somme des
m

ap,n < k < m, la quantité notée ) a, ou encore Y ap, . a et
k=n m<k<n ke[m,n]
définie par :

Mz

ap,=a,+ - +a
k

n

»  Onappelle bornes de la somme les entiers relatifs n, p, indice de la somme la
variable k et a;, n < k < m le terme général d'ordre k.

» (Convention) ' Soit (n,m) € Z* tel que n > m et (a,,...,a,,) € K"
alors on pose :

m
Zak:().
k=n

Pour des bornes mal ordonnées

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

Ainsi, lorsque les bornes ne sont pas dans le bon ordre, la somme est décrétée étre
égale a zéro.

Attention L'indice d’'une somme est « muet»

En effet, il n’apparait que dans la notation ) et non dans ce qu’elle représente.
On peut donc écrire :

m m m
Zak=2ak=2ak-
k=n i=n j=n

Lindice n'a de sens qu’a I'intérieur de la somme; en dehors, il n'est plus défini.
S’il vous reste un indice dans l'expression apres le calcul de la somme, c’est que
vous vous étes trompé!*

Remarque 1 (Définition plus rigoureuse : par récurrence) Lusage des points
de suspension pour définir la notation somme n'est pas parfaitement satisfai-
sante. D’'un point de vue purement formel, on préférerait donc une définition
qui s'appuie sur le caractere récursif de la somme. En effet, si on sait définir une
somme jusqu’au rang n, alors il suffit de rajouter un seul élément pour avoir une
somme jusqu’aurang n+ 1. Ainsi, on peut formuler une définition équivalente de
lasomme é%aide du principe de récurrence : avec les mémes notations qu’avant,

on définit ) _ a; = u,, out (1) ,, estla suite vérifiant la relation de récurrence :
k=n

Vk<m,u,=0, VYk=m, up, =u;+ag-

Exemple 1

—
(=}

=y
tel
e
Q
bl
I
F ol
-
Il
[=}
tanl
I

1=

1

N
]
S
=

I

[3,]
M=

kel
=i
=
kel
N
|P—‘

In(1+ (cosk —sink)?) =
=n+1

T
—
(=3
w
=~

2Ce n'est pas le cas en Python ol1 on peut récupérer la valeur du dernier indice d'une boucle for aprés

la fin de la boucle, nous le verrons en Informatique.

BCPST1 € 2022 / 2023



PROPRIETES ET TECHNIQUES DE CALCUL. Les propriétés ci-apres découlent directement
de la définition de la somme, on peut les établir sans difficulté par récurrence.

— Proposition 1| Propriétés des sommes

Soient (n,p) € N>, n. = p, c,A\,peKet (ay,...,a,) eK"P*', (b,,...,b,) e K" P*.
» (Nombre de termes dans une somme) Une somme dont les bornes sont
p et n contient n — p + 1 termes. En particulier une somme allantde 1 a n
contient n termes, et une somme allant de 0 a n en contient n + 1.
» (Somme d’'une constante)
n
Y c=cx(nm-p+1).
k=p
» (Linéarité delasomme) Soit (b,,...,b,) € K" P*! Alors:
n n n
Y Aap+pb) =AY ap+p ) b
k=p k=p k=p
» (Relation de CHASLES) SoitdeplusreN, p<r <mn.Alors:
n r n
Yoag= ) at ) a.
k=p k=p k=r+1
Attention

Dans la relation de CHASLES, attention a bien recommencer a 'indice p + 1, et
non a I'indice p pour ne compter qu'une seule fois le terme d’indice p.

n
Exemple 2 Calculer ) (3k —Zk).
k=0

7

BCPST1 € 2022 / 2023

Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

Passons maintenant a une technique treés importante pour calculer une somme : celle
du changement d’'indice. Commencons par un exemple :

n+l

y ¢,
/=1

n
Y k+1D)*=12+22 4+ +n*+(n+1)?*=
k=0
On a constaté que lorsque k € [0, n], (k+1)% décrit& = {12, e (n+ 1)2}. Mais lorsque
¢ €1, n+1], £? décrit ce méme ensemble &. En résumé, nous avons posé :

l=k+1
—

k €[0,n]

Q’Méthode

(Décalage d’'un rang)

Ce[l,n+1].

Changement d'indice de translation« ¢/ =k + 1,/ = k +2»

«Onposek=¢—1»

n+l
{=

(Décalage de plusieurs rangs)

n

Y a

k=p

_1.
«Onpose ¢ =k +1»

3 Soit N un entier. Alors :

N «On pose k =€ —N»

LR
k=p w «Onpose ¢ = k+N»

n

Pour justifier la formule de changement d’indice, simplement écrire la définition
d’'une somme. Nous verrons parfois des changements d’indice plus compliqués. Ce
qu’il faut toujours garantir, c’est qu'on n’a ni supprimé ni ajouté aucun terme a la
somme initiale, mais qu’on a juste changé le nom de I'indice.

Attention On ne peut pas « poser n’importe quoi»

n

Dans ) a;,onne peutpas poser: «k = £*»(dans ce cas on oublierait les indices
k=p
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

8 qui ne sont pas des carrés), ou encore «k = 2¢ + 1» (dans ce cas on oublierait les
indices qui ne sont pas des carrés) efc.. Seuls les changements d’'indices de la
proposition précédente sont admissibles.

n
Exemple 3 Déterminer une expression de G, = ) g*avecq # 1 pour n = 0
k=0
sans symbole somme.

7

Passons maintenant a un type de somme particulier qui se calculent par simplifica-
tions successives des termes : les sommes téléscopiques.

— Proposition 2| Somme téléscopique décalée de 1
Soit (n,p) eN*, n = pet(ay,,...,a,) € K" P! Alors:

n
Z (Ags1 —Ax) = Apyq — ap.
k=p

n
Lasomme ) (a;,; — a;) est appelée somme téléscopique.

. - : k=
Q Méthode Changement d’indice de renversement«?¢ =n— k» P
Preuve
7 7 «Onposek=n—42» o s . PP )
h 4 Une premiere preuve peut utiliser directement la définition d’'une somme.
NP o
k=0 = «Onposel =n—k» 3 - -
Y (@1 = Q) = Ayt = 95+ G~ Qe+ + G { = Ay = Ay — .
N . . L . . pse N k=

A droite, on doit conserver une borne de début de somme qui est inférieure a P
la borne de fin de somme pour ne pas avoir une somme vide (gardez a l'esprit la »  Uneseconde preuve consiste a utiliser un changement d’indice.
convention d’ordre des bornes). Pd

n
Exemple 4 Déterminer une expression de S, = )_ k pour n = 0 sans symbole

k=0
somimne.

4
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

Exemple 7 (Téléscopage généralisé)
1. Avec les mémes notations que dans la proposition précédente, proposer une
n

. n 1 expression simplifiée de ) (ay,, — ay).
Exemple 5 Etablir une expressionde S, = Y ———— pourn > 1. k=p
=1 k(k+1) 4 (1ere Méthode : en se ramenant a un téléscopage classique)
’ ¢
2 »'

»  (2éme Méthode : en utilisant un changement d’indice)

4

n 1
Exemple 6 Déterminer S, = ) In (1 + E)’ pour n = 1.
k=1
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

n
2. Méme question avec Y (.3 — dy).
k=p

Séparation de somme en indices pairs/impairs

0 Méthode

Lorsque le signe change en fonction de la parité de I'indice, il est parfois intéres-
sant de séparer la somme des indices pairs de celle des indices impairs.

2n

Exemple 8 (Somme alternée) Etablir une expressionde ) (- 1)*k pour n € N.
k=0

7

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

SomMES USUELLES. Vous devez connaitre certaines sommes usuelles qui figurent dans
le programme, les voici.

— Proposition 3| Sommes usuelles
Soient n € N* et g € K\{1}. Alors :

B nn+1)2n+1)

_ ZkZ

k=1 6
n l_qn+1
Y q"= { 1~

n+1 sinon.

n(n+1))2

, nk3=(
Z, 2

sig+1,

La premieére et la troisiéme formule seront généralisées dans le Chapter ANA14, car
elles sont des cas particuliers des formules de sommation de termes de suites arith-
métiques et géométriques.

Preuve n
4 Soit n € N, notons S, = Y_ k. Montrons le résultat par récurrence sur 7 € N.
k=1
R4
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

n
»  SoitneN,notonsT, = ) k* Montrons le résultat par récurrence sur n € N. P Ao 3 1 :
&= SOMMES TRIGONOMETRIQUES. Les nombres complexes, grace a I'exponentielle com-

7 plexe et la formule de sommation de termes géométriques, fournissent une méthode
trés efficace afin de calculer diverses sommes trigonométriques, comme le montrent
les exemples ci-apreés.

0 Méthode Calculs de sommes trigonométriques
1. Ecrire cos,sin comme des parties réelles/imaginaires d’exponentielles com-
plexes.
2. Utiliser la linéarité de Re(...),Im(...), i.e.: Re(}_..)=) Re(.), Im(}_..) =
Y Im(...).
3. Utiliser la formule donnant la somme de termes géométriques. Conclure.
. . n n
»  Lasomme des cubes se démontre encore par récurrence sur 7. Exemple 10 Calculer pour tout n € Nles sommes Y cos(kx) et Y _ sin(kx) pour
» SoitneN,notonsG, = Y g*.On calcule (1-¢q)G,. x€R. k=0 k=0
k=0
¢
e -

Exemple9 Calculer1+2+4+8+---+1024.
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

Exemple 11

cosx ¥ 0.

7

Calculer pour tout n € N la somme )

" coskx
——— pour x € Rtel que
k=0 cosk x

n coskx_ n Re(eik")

)3

ico coskx =, (cosx)k

- iRe(i)

(cosx)* est réel

k=0 \(cosx)¥ .y .
ok la partie réelle est linéaire
n 1X
e
=Re
kgb CcoS X , . L
somme de termes d'une suite gé¢ométrique, car
ix \n+l ix . S
1-— ( e ) cosx # e'* pour les x qui nous intéressent
COoSXx
COosx
1 ei(n+1)x
_ " cos™1x
= Re 7
Cosx 3 . A 3 .
. réduction au méme dénominateur
COSn+1 x_el(n+1)x
- Re cost1 x
cosx—el¥ 1
COosx
1 COSn+1 x— ei(n+1)x cos” (x)
= _ forme
cos x cosx —e'¥ algébrique
1 cos™ ! x — (cos(n+ 1)x +isin(n + 1)x) des nombres
= Re — complexes
cos” x cosx — (cosx +1isinx)
1 (cos™ ! x —cos(n+1)x) —isin(n+ 1)x
cos” x —isinx
1 sin(n + 1)x
cos" x sinx [
/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

IDENTITE DE BERNOULLI.

Nous pouvons généraliser sans difficulté la formule de som-

mation de termes géométriques. En effet, nous avons pour g € R (y compris pour

qg=1):

1 _qn+1 — 1n+1 _qn+1 — (1 _q) Z qk.
k=0

Proposition 4 | Formule de BERNOULLI

Soient (a, b) € K® et n € N. Alors :

n n
an+1 _bn+1 =(a-b) Z akbn—k =(a-Db) Z dn_kbk.
k=0

k=0
Preuve
»  (Méthode 1 : par téléscopage)
¢
2

4 (Méthode 2 : en utilisant la formule de somme géométrique)

4
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

m Produits
e Notation Notation [ |

»  Soit (n,m) € Z* avec n < met (ay, ..., a,,) € K" "', On appelle produit des
m

CODAGE INFORMATIQUE D'UNE SOMME. Passons maintenant a I'aspect informatique du

a,,n < k < m, la quantité notée a; ou encore a a, et
symbole somme. el s ksmiaq [T a [T a I a

k=n m<ks<n ke[[m,n]
définie par :
n m
Calculer informatique ) a, [Ta=a,xxa,.
k=p k=n
def somme(p, n): »  On appelle bornes du produit les entiers relatifs n, p, indice de la somme la
S =0 variable k et a;, n < k < m le terme général d’ordre k.
for k in range(p, n+1): » (Convention) ° Soit (1n,m) € Z* tel que n > m et (a,,...,a,,) € K",
S += a_k # le terme a_k est a taper a la main en fonction alors on pose :
—~ de la somme m
return S [Ta=1.
k=n
def a(k):
return k Remarque 2 (Définition plus rigoureuse : par récurrence) Comme pour les
sommes, une définition équivalente plus rigoureuse du produit serait : avec les
m
n . y 2 . N . s .
Par exemple, la fonction ci-apres réalise le calcul de ) cos(kx), avec x € R. mémes notations qu'avant, on définit [] a; = u,, olt (}) ez estlasuite vérifiant
k=n
k=p

la relation de récurrence :

def somme(p, n, x):
S=0
for k in range(p, nt1):
S = S + ma.cos(k*x)

Vk<m,u,=1, Vk=2m, U, = Ui X agyq-

Remarque3 (A propos des conventions) Lorsquune somme est vide, elle vaut
0, cela correspond al’élément neutre pour le +. En effet, additionner 0 ne change

return S paslavaleur d'un nombre. De méme, lorsqu’un produit est vide, il vaut I’élément
>>> somme (0, 10, 1) neutre de x, c’est-a-dire 1 car si on multiplie un nombre par 1, il est inchangé.
-0.4174477464559059 Parfois, I'utilisation d'une somme ou d'un produit vide peut simplifier 'expres-
>>> somme(0, 10, 0) # résultat attendu car on somme 1, onze fois sion de certaines propriétés en évitant de traiter des cas particuliers a part.
11.0

3Pour des bornes mal ordonnées
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

Exemple 12 Calculer
8

» [k
k=5

4

% T

Attention L'indice d'un produit est « muet»

Comme pour les sommes, il n’apparait que dans la notation [] et non dans ce
qu'elle représente. On peut donc écrire :

m m
H ap = H .
k=n j=n

:ls

W
3

— Proposition 5 | Propriété des produits
Soient (n,p) eN?, n = p, ceKet(ay,,...,a,) K" P (b, ..., b,) e K" PH.

[l

4 n(akxbk) HakXku, Hb—k:

n
= k= H
. k=p
> l_[ c= cn—p+1
k=p
n n
¥  [lexa)=c"""]] a.
k:p k:p

n
» VmeZ []
k=p

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

» (Relation de CHAsLES) SoitdeplusreN, p<r<n.Alors:

H“k— Hakx H ay.-

k=r+1

[15Vk(k +3) pour n > 1.
k=1

Exemple 13 Calculer

Remarque 4 Les changements d'indice se réalisent de la méme facon qu’avec
les sommes, nous ne revenons pas dessus.

— Proposition 6 | Produits téléscopiques
Soit (n, p) € N?, n = p et (ay,, ..., a,) € K" ”*! non nuls. Alors :
A1 — Apy1

k=p Gk a,

n
Le produit [ ] est appelée produirt téléscopique.
k=p
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Preuve

» Une premiere preuve peut utiliser directement la définition d'un produit.

Aje+1 _

k=p ak

4 Une seconde preuve consiste a utiliser un changement d’indice.

R4

k+3
Exemple 14 Calculer []

BCPST1 € 2022 / 2023

Ayl
X

% x---x%z Apt1

97 Qa7

n

k=1

pour n = 1.

Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

Remarque 5 Les téléscopages plus généraux se traitent comme ceux des
sommes, nous n'y revenons pas ici.

e Attention Il n’existe pas de formule pour ....

[M@erbo=% Yaxbo=% Y@)=2

Autrement dit :

>

On sépare facilement une somme en deux s'il y a une somme ou une sous-
traction entre les termes.

On sépare facilement un produit en deux s’il y a un produit ou une division
entre les termes.

On termine par une grandeur qui va nous intéresser dans la suite.

Définition 1| Factorielle d’'un entier positif

Soit n = 0. Alors on appelle factorielle de n, notée n!, la quantité suivante :

n
[Tk sin=1,
n!= k=1

1 sin=0.

Exemple 15 Calculer n! pour n € [0, 7].

"
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

Proposition 7 | Par récurrence CODAGE INFORMATIQUE D'UN PRODUIT. Passons maintenant a 'aspect informatique du
La suite (n!),,cy estl'unique suite (a,,) ,cy vérifiant la relation : symbole produit.

a,=1, VneN, a,,,=m+1)-a,.

n
Calculer informatique [] a;

k=p
Remarque 6 C'est cette proposition qui légitime la convention 0! = 1. .
def produit(p, n):
. . . . P =
Exegpﬂe16 Simplifier les expressions suivantes. o [ i rerEede, Ml
1 6l P *x= a_k # le terme a_k est a taper a la main en fonction
) — du produit
. return P
n
Par exemple, la fonction ci-apres réalise le calcul de H e** avec x € R.
11! k=
2. —, 1
912!
’p def produit(p, n, x):
P =1
for k in range(p, nt1):
P *= ma.exp(k*x)
3 13!1-12! return P
R VI
4 >>> produit(0, 10, 1)
7.694785265142015e+23
>>> produit(0, 10, 0) # résultat attendu
1.0
4 4 4
b — —— +—.
12! 11! 10!
D’

n COEFFICIENTS BINOMIAUX ET FORMULE DU BINOME

m Coefficients binomiaux
La factorielle est une suite qui grandit tres vite, plus que les suites exponentielles!
Pourl’exemple, le nombre d’arbres phylogénétiques théoriquement possibles grandit Les coefficients binomiaux seront revus dans le Chapter ALG5 dans un contexte de
en fonction du nombre d’espéces considérées comme une factorielle. dénombrement. Pour le moment, nous nous intéressons qu’a I'aspect calculatoire et
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analytique.

Définition 2| Coefficients binomiaux
Soit n € N et k € Z. On définit alors :

n! .
n _ | mo-mr si0< k <mn,
k 0 sinon.

Exemple 17 (Quelques coefficients binomiaux) Soit n € N.

n n n
4 =1, =n, =0.
4 Z = M.Eneffet,
P n! nxm-1)x(n-2)!
p =
2l(n-2)! 2l(n-2)!
> n — W.En eﬁet,
3 6
P n! nxm-1)xm-2)x(n-3)!
P = .
3l(n—-3)! 6(n—3)!

— Proposition 8 | Propriété des coefficients binomiaux
SoitneNetkeZ k <n.

» (Formesimplifiée) SiO<k<n,

n-—k+i

k k! =11

i=1 l

(n)_ nn-1)-mnm-k+1)

»  (Valeurs remarquables)

o S A B B

»  (Symétrie)
n _ n
n-k| \k|

BCPST1 € 2022 / 2023
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>

4

(Formule d’absorption)

fi)=liss)

(Formule de PascAL)

=)

Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

dans le cas ou k, n sont positifs. La

Preuve Pour simplifier, faisons la preuve
convention k < 0 ne posant pas de difficultés supplémentaires.
»

»  Immédiat par définition.

> Supposons que 0 < k < n. Alorson a0 < n— k < n al'aide d'opérations élé-

mentaires sur I’encadrement. On a alors :

n B n! B
n-k|l m-kl\n-m-k) n

4 Nous faisons uniquement la preuve dans
pas de probleme.

4

n! _(n
-k k)

le cas 0 < k < n, les autres ne posent
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

» Nous faisons uniquement la preuve dans le cas 0 < k < n, les autres ne posent

pas de probléme.

4

n n n! n!
+ = +
(k) (k+1) kl(n-k)! (k+D'(n-k-1)!

B n! 1 1

= k!(n—k—l)!(n—k+ k+1)
3 n! k+1+(n—-k)
a k!(n—k—l)!((n—k)(k+1))
B n! n+1

T kln—-k-1!'(n-k)(k+1)

~ (n+1)!
C(k+DN(n+1) - (k+1)

_ n+1
k+1)

VISUALISATION A L'AIDE DU TRIANGLE DE PAscAL. La formule de PascAL permet aussi de
calculer la valeurs des premiers coefficients binomiaux, de maniére «récursive» (i.e.
en utilisant les valeurs calculées précédemment). Dans le tableau suivant, les cases

. n s .
contiennent les valeurs de ) D’apres la formule ci-dessus, chaque case est la

somme de celle directement au dessus, et de celle au dessus a gauche.

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

k
Nelo 1 2 3 4 5
0|1
Formule de Pascal
1 1 1
211 2 1
311 1
411 4 4 1
511 5 10 10 5 1

La formule de PascaL permet aussi de démontrer un fait qui pour I'instant n’était pas
évident : les coefficients binomiaux sont des entiers.

Corollaire 1 ] ] i
Les coefficients binomiaux sont des entiers.

n
Preuve Montrons la propriété P (n)«Vk < n, (k) € N pour tout n € N par
récurrence sur n.
7
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Théoréme 1| Formule du bin6me de NEwTON
Soient (a,b) e K> etneN.Ona:

(a+b)" = i (n)akbn—k'

i=o\k

Preuve Soit (a, b) € K?. Montrons par récurrence que :
" [n
vneN, (a+b)"= Y | |aFp" k.
i=o\k

0 (0 0

Initialisation. Ona(a+b)°=1et ) ( )akbo_k = ( )aobo =1.
i=o\k 0

Hérédite.

" n
Soit n € N, on suppose que (a+b)" = ) (k)akb”_k. Alors
k=0

n
(a+b)""'=(a+b) Y (”)akb"-k
=o\k Ny
> linéarité de la somme

_ i (n)ak+lbn—k+ i (”)ukbn+l—k
—ol\k i=o\k
+

— ‘ ( n )aibn—Hl + Z (Z)akbn+l—k

>en posant i =k +1
k=0

P w0, v P i N [P kpnei—k [ 0pne1-0
—(na b+Z(i_l)ab +k§1(k)ab +(0)ab

— an+1 + i ((kn 1) + (Z))akb"+l_k+bn+l
k=1 -
n+1

n
— ontl
=a +Z( P

)akbnﬂk‘

> formule de PascAL
)akbnﬂ—k + pntl

D’ol le résultat par principe de récurrence.

BCPST1 € 2022 / 2023
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Corollaire 2 | Deux cas particuliers
Soit n € N.

3 (Z) _on Y (Z)(—l)k =0,

k=0 k=0

Preuve

4

Dans la formule du bindme de NEwTON, que nous utiliserons pour I'instant seule-
ment dans des cas ol1 n a une valeur précise (et petite) :

1.

Tous les termes sont des produits d’'une puissance de a et d'une puissance de b,
de telle sorte que la somme de ces puissances redonne rn. Et toutes les possibilités
apparaissent.

Le coefficient binomial devant le terme a*b" % est (Z) ou (c’est pareil) ( " k)'
n p—

autrement dit c’est la puissance de a ou de b parmi la puissance totale 7.
En particulier les coefficients devant a“ b" ¥ et devant a"*b* sontles mémes. La
formule est donc symétrique par rapport au «milieu» de la somme.

n
Quand 7 est petit, il suffit donc souvent de calculer jusqu’a (2), au pire des cas

. s [ 7 . . . .
jusqu’a 3 et ceci peut se faire facilement avec la formule avec la factorielle ou le

triangle de PascaL.
Exemple 18 Développer, pour a et b deux éléments de K, (a + b)?, (a + b)3, (a +

b)*, (a + b)°.

4
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

n SOMMES DOUBLES

Dans cette derniére section, on s’in-
téresse a la notion de somme double,
i.e. de termes possédant deux indices
etnotés a;;,1 <i<n,l<j<pavec
n,p = 0. Afin d’alléger la présenta-
tion, on suppose donc que les indices
i,j sont définis a partir de 1, mais na-
turellement ces notions peuvent étre
étendues a des sommes doubles plus
générales, comme pour les sommes
simples.

On peut alors imaginer que les termes sont regroupés dans un tableau a deux entrées.
La |zone sur fond rouge| correspond alors ce que nous appellerons dans la suite la
surdiagonale du tableau.

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

m Sommes doubles libres

Commencons par une propriété qui nous servira dans la suite : on peut toujours per-
muter deux sommes simples.

Proposition 9 | Permuation de sommes simples

Soient (1, p) € (N*)? et (a; })1<i<n € K"P, alors :
1<jsp

La formule se justifie sans trop de difficultés en revenant a la définition de somme
simple. Mais de maniére plus visuelle, constatons qu’elle signifie qu’il revient au-
méme de sommer tous les termes du tableau en le parcourant ligne apres ligne ou
colonne apres colonne. Logique! Plus précisément,

P
»  pourifixé, ) a; j correspond a la somme des coefficients sur la ligne i,
j=1
n

»  pourjfixé, ) a; j correspond a la somme des coefficients sur la colonne j.
i=1

Lordre de sommation n'a pas d'importance et on peut adopter la notation com-
pacte:

Notation Somme double libre
Soient (n, p) € (N*)? et (a; ;)1<i<n € K"P. On appelle somme doubledes a; j,1 < i <
1sj<p
n,1<j<p,laquantité notée ) a,;ouencore > a; ;, définie par:
15%n (i el [1p]
Isjsp
n p P n
> a;j = > Zai,j =) a ;-
1<isn i=1j=1 j=li=1
1sj<p

Etlorsqu’on somme sur la méme plage d’indices, c’est-a-dire n = p, on note :

n n n
Z a;j= Z a;j= Zi Ziai,j = Z Zai,j-
i=1j=

I<i,jsn (i,)e1,n]? Jj=li=1
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Remarque 7 Meéme si ci-dessus il n'y a qu'un symbole somme, on a bien deux
sommes simples cachées derriéere.

)

Exemple 19 Calculer Y (j—i)

1<i,j<n

m Sommes doubles sous contrainte

L'idée est ici de définir la somme sur le triangle supérieur du tableau (en rouge clair).
Cela consiste a instaurer une contrainte entre les deux indices. Regardons la seconde
ligne du tableau, pour i = 2, alors j parcourt 2,3, ..., p, on a donc ligne par ligne la
relation1<i<j<p.

Proposition 10 | Permuation de sommes simples

Soient (1, p) € (N*)? et (a; })1<i<n € K"P, alors :
1<jsp

Attention

Contrairement a la somme sur un rectangle, les bornes de la somme intérieure
dépendent de I'indice de la somme extérieure.
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Méthode Permuter des sommes simples a indices liés

Pour retenir

toujours garder a 'esprit 'encadrement entre les indices: 1< i <j < p. Ainsi,
n Jj

pour ) Y a;;:
j=1 i=1

»  Siin'existe pas, j se balade entre 1 et p, ce qui explique la somme extérieure
enj.

» Sijestfixéentrel et n, alors i se balade entre 1 et j, ce qui explique lasomme
intérieure en i.

Notation Somme double sous contrainte

Soient (1, p) € (N*)? et (a; })1<i<n € K"P. On appelle alors :

I<j<p

»  somme double sur le triangle inférieur la somme
n p p J
> L = Z Zai,j: 2 2 a
1<igjsp i=1 j=i j=1i=1
»  somme double sur le triangle inférieur strict la somme

Jj-1

> a;;= Zia
i=

1<i<j<p

Z Z a;j=

>
i=1 j=i+1 j=2
Exemple 20 Soit n € N.
1. Calculer Y (j—i)>

O<i<j<n

7
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

m Sommes doubles a indices séparables

Proposition 11 | Permutation de sommes simples
Soient (n, p) € (N*)? et (a; })1<i<n € K", alors :

Isjsp
n p n p
Zzatb]: Zal ij
i=1 j=1 i=1 j=1
non g p p
2. Calculer Y Y -. Preuve Ona: Vie[l,n], ) a;b;=a;|) b;|parlinéarité dela somme (g
i1i=i ] = et
’ U est une constante par rapport a la somme en j).
2 p
Or, B= ) b; est une constante par rapport a i, donc :
j=1
n n p n n n p
£ fan-fa(Ln)-Lan-(La)s-(La](Ly)
i=1j=1 i=1 j=1 i=1 i=1 i=1 j=1
1
Exemple 21 Calculer ) —— pourn> 1.
1<i,jsn J
’I

* % % Fin du chapitre * % x
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EXERCICES

m Factorielles

Exercice ALG4 | 85 Soit n € N, n = 3. Simplifier les nombres suivants :
7! 3 x 4! n! (n+1)! (n+1)! n!

A = —, B =, C =, = , = .

6! (3h2 (n—-1)! (n-23)! (n=-2)! (n-1!

Calculs de sommes

Exercice ALG4.2 | 85 Soit n € N*. Calculer les expressions suivantes :
n n n
1. )Y x*, Y x®*! pourx eR, 2. ) a*2%%x*avecx #0,
k=0 k=0 k=0
n n
3. Y (i*+n+3), 4 ) (2i-1)°,
i=0 i=1
2
L 2k+1 = k
5 (1-a”)™", 6. > (B3x2F+1,
k=2 k=1
1 n-1 k n
n =Y ewr) 5. L ek-1+2Y,
k=0 k=0
n (n n+1 n n n (n+1 .
9. Z(,)a’, Z(,)a] aveca € R 10. Z( )( D', Z( , )(—1)’,
j=0\J ) j=1\J =0 =\ 1
1 i n) D 12 nf Ln
=1 U R A T i3k k)

Exercice ALG4.3
vantes :

| Coefficients binomiaux 85

BCPST1 € 2022 / 2023

Calculer les sommes sui-

2. T=
k=1

i 1 [n
iol+1
Exercice ALG4.4 | Sommes télescopiques
1. Soit x4, x4, ...
n
Z(xm —X;i_1).
i=1
n
Y In

k=3

k2

2. Calculer: _—.
alculer D)k =2)

Exercice ALG4.5 | Sommes télescopiques

1. Déterminer (a, b) € R? tels que :

, X, des nombres réels avec n € N. Calculer :

Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

Z k(k - 1)( ) puisS, = Y kz(k) (on pourra écrire que k% = k(k — 1) + k).
k=1

et

n
Z (Xjp1 —x
i=0

Vk e N* : - P
To(k+D(k+2)  k+1 k+2
1
En déd —_
n déduire : Z(k+1)(k+2)
2. Déterminer trois réels a, b et c tels que :
k-1 a b c
VkeN*, ——M =— + .
S KA DK&+3)  k k+1 k+3
En déduire la valeur de Z kol
o k(k+1)(k+3)°
3. Déterminer trois réels a, b et c tels que:
1 a b c
VkeN*, — =4+ ——+ .
k(k+1D)(k+2) k k+1 k+2

u 1
En déduire la valeur de )

S kk+1)(k+2)°

4. Retrouver ce dernier résultat par récurrence : montrer que pour tout n = 1,

1 nn+3)

s

1 k(k+1)(k+2)

4(n+1)(n+2)'
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

Exercice ALG4.6 | Sommes trigonométriques Calculer les sommes suivantes :

n n-1 n-1
1. S=) (n) cos? (kx), 2. S,=) sin? (kx), S, = Y cos? (kx),
k=o\k k=0 k=0
n n
3. S3=) cos(a+kx), axeR, 4 S;= ) cos® (kx),
k=0 k=0
< L 2k
5 S;=) (n) sin(kx), x € R, 6. Sg= ) &(k),
k=0 k k=0 3
" (n
7 S, = Y|, |cos(y+kx), pour
i=o\k
@,y e o E[
4 ) 2 .

Exercice ALG4.7 | Sommes et dérivation 86 Soitn e N*etS= ) k(k)

k=1
On souhaite calculer S en utilisant une méthode par dérivation terme a terme d'une

certaine fonction.
n
1. On pose, pour tout x dans R, f(x) = Z (Z)xk. Calculer f(x).
k=0

n
2. Endéduire, pourtout x dansR, lavaleurde g(x)= ) k (Z) x*=1, puis en déduire
k=1
S.

Exercice ALG4.8 | Sommes et dérivation géométrique 86 Soit n € N*. Pour
n

tout x € R\ {1}, onpose f(x)= ) x*.
k=0

1. Calculer f(x).

n n
2. Endérivant, calculer Y kx*7!, eten déduire ) kx*.
k=1 k=1

n
3. Calculer de laméme facon: ) k(k - Dxk2,
k=2
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n
86 Montrer que pourtoutn €N, ) kxk!=
k=0

Exercice ALG4.9 | Par récurrence

(n+1)!-1.

n
&7 Montrer que Y (2k+1) = (n+1)?
k=0

Exercice ALG4.10 | Par récurrence

(somme des nombres impairs).

Exercice ALG411 | Par récurrence g7 Démontrer que pour tout n € N* et

n-1 1
nx=2ona: ) k(k+1)= 5n(n—1)(n+1).
k=1
Exercice ALG412 | Sommes d’indices pairs et impairs g7 Soit n un entier

naturel non nul. On définit les sommes suivantes :

n (2n -l 2pn
S, = , T, = .
Z, (Zk) z (2k + 1)

1. Montrer que S,, + T, =2*" etS, — T, = 0.
2. En déduire une expression de S,, et de T,, en fonction de n.

Calculs de produits

Exercice ALG413 | Soit (n, p,i) € N? non nuls. Calculer les produits suivants :
[Texp(

exp (—)
k=1 n

4 [J@k-2)
k=1

-
=
tan
<
—
=
N

ta
1l
—

k=i

[\
tayl

s

ie1 2k +1
11 ( ! ) = le résul

5 -— 6 . On exprimera le résultat a
k=2 k? k=0 P~k

I'aide de factorielles.
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n 2n)!
Exercice ALG414 | 88 Montrer que : Vn € N*, H 4k -2) = ( ') .
n!

k=1

m Calculs de sommes doubles

Exercice ALG415 | Dans cet exercice, n, m et p sont deux entiers naturels non nuls et
x un nombre complexe. Calculer les sommes doubles suivantes :

n n
p(q*+1) 2 YY1 et 1,

n i

m
2
p=0 g=0 i=1 j=1 i=1j=1
3' 12], ll'. Y
;]; ICX::0 [g:k +1
n i n? k+2
5. ) Y, 6. Y Y ki%
i=1j=1 k=0 i=k
noJoyl n n ])
7. —, 8.

Python

Exercice ALG416 | Coder une premiére fonction permettantle calculde Y (j—i)?
psijsn

puis une seconde fonction permettant le calculde  [] 27

p<isjsn
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

Solutions des exercices

Solution (exercice ALG4.1) |FE

82
7' 7x6!
’ A:a x —.
3 x 4! 3><4><3'
» B= =|2.
(3!)2' 3'><3>(<2
n! nx((n-1)!
> C= =[n.
iy (nID! 1 2 3)!
+ + - - -3)!
, D:(n ):(n )xnx(n-1)x(n-2)x(n ):|(n+1)n(n—1)(n—2).|
(n —i%)'! | (n-3)!
+1)! !
» E:(n )+ " :(n+1)n(n—1)+n:n(n2—1+1)=

n-2) (n-1!

2 =

1. Soit E ={1}. Ona|2(E) = {@, {1}}]. Puis, on obtient : |2 (?(E)) = {8, {8}, {1},{1, 8}}]

2. P(B) ={9,{a},{b},{c},{d}, {a, b}, {a, c},{a,d},{b, c},{b,d}, {c,d}, {a, b, c},{a, b, d}, {a, cpdjsidh ¢sdpilighatrdhl propriété sur les coefficients binomiaux : (k — 1)( 1) =

3. SoitE ={a, b}.Ona: P(E) = {,{a},{b},{a, b}}. Puis :

82

n
1. Calcul de S, = Z]( ) On peut déja remarquer que : S; = Z](n) =0x (n
j=0 j=

£)-£40)
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Ici on ne sait pas calculer la somme sans transformation car il y a le j. On utilise
d’abord une propriété des coefficients binomiaux, et on obtient :

s= S50 )= g

car n est alors indépendant de I'indice de sommation donc on peut le sortir de
la somme. Pour se ramener a du binéme de Newton, on commence par poser le

n
changement d’indice : i = j — 1 et on obtient S; = ) j(j) =n Z ( ) (C’estici
=0

qu’il est mieux d’étre passé au début d'une somme allant de 0 & a n aune somme al-
lant de 1 a n car sinon on aurait un indice commencant a -1. Si on n’a pas changé la
somme au début, une autre méthode est alors de faire ici une relation de CHASLES
afin d'isoler I'indice -1). On reconnait alors un bindéme de Newton et on obtient

S, = Zj('?) = 2",

. CalculdeT = Z k(k— 1)( ) Il s’agitici d’appliquer deux fois de suite la propriété

k=1

-1 .
sur les coefficients binomiaux: T = n Z (k- 1)( 1) enreprenant les calculs faits

k=2
au-dessus. On pourra aussi remarquer que la somme T peut étre commencée a 2.

-1

(n—1)( 2),onobtlentque T=n(n-1) Z (k—

) On effectue alors le chan-

n2fp-2
gement d'indice j = k —2 eton obtient T=n(n-1) )_ ( ) ) Donc en utilisant
Jj=0

n
le binome de Newton, on a :|T = n(n — 1)2" %] Calcul de S, = Y k? (Il:) : Comme
k=1

n
k* = k(k — 1) + k et par linéarité de la somme, on obtient que : S, = Y_ kz(Z) =
k=1

ik(k_u(’;)+ ik(’;): ik(k_l)(z)+ ik(Z):T+SI:
k=1 k=2
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n 1 n , . . P &
3. Calculde S;=)_ —( ) : La encore, il faut commencer par utiliser la proprié- Il résulte du principe de récurrence que:|Vn €N, ) kk!=(n+1)!—1|

isoi+1\i k=0
. . . . . n+1 £ Y
té sur les coefficients binomiaux. Comme (i + 1) 1] = (n+ 1)( i)’ on ob-
i
. 1 (n 1 (n+1) . n 1 (n Solution (exercice ALG.S) |/ PP
tientque: —| .| = . . Ainsi, la somme devient : S; = Z — | =
i+1\1i n+l\i+1 ol +1\i n

n 1 (n+1 1 2 (n+1 1 83 Montrons par récurrence sur n € N la propriété 2(n): Y 2k +1) = (n +
> . = Y. ar ne dépend pas de l'indice de som- k=0
iohn+1li+1 n+l;5pli+1 1 1)2.

mation i. On fait le changement d’indice j = i + 1 et on utilise aussi la rela-

tion de CHASLES pour faire apparaitre le bindme de Newton. On obtient S; = L. L 0
» Initialisation. pourn =0:D'uncoté, ona: Y (2k+1)=2x0+1=1.Delautre

n 1 (n 1 "lip+1 1 n+lfg 41 n+1 o .
yY—|' ] = e 1. |- . Ainsi, on obtient o ) . k=0
ioi+1\i n+l i3\ J n+l|i5\ J 0 coté,ona: (0+1)° = 1. Ainsi 22(0) est vraie.
n 1 (n 1 - ] »  Hérédité : soit n € N. On suppose la propriété vraie a l'ordre n, vérifions que
S, = — | =— 2 —1]. n+l
s icolt1\i n+l 22(n+1) estvraie. On, en mettant a part le dernier terme de la somme : Z 2k +
k=0
............................................................................. n
q q =) Qk+1+2(n+1)+1.
Solution (exercice ALG/.7) |F P ,;0
: Puis d’apres ’hypothese de récurrence, on obtient :
n
83 Montrons par récurrence sur 7 € N la propriété 22(n): Y_ kk!=(n+1)!- nil
1 k=0 Y @k+D)=(m+D*+2n+3=n*+2n+1+2n+3=n’+4n+4=(n+2)>~.
k=0
0
» Initialisation. pourn=0:ona ) kk!=0et1!-1=0.Ainsi, 2(0) est vraie. Ainsi 2 (n + 1) est vraie.
k=0
»  Hérédité : soit n € N. On suppose la propriété vraie a I'ordre n, vérifions que 7
P (n +1) est vraie. Il résulte du principe de récurrence que:|VneN, ) 2k +1) = (n+ 12|
On a, en mettant a part le dernier terme de la somme : bet
i LR EE e L LR R R EEERREEERRERES
> kk!= kZ kk!+(n+1)(n+D! Solution (exercice ALG4.9) [
k=0 =0
N 2 n
Par hypothése de récurrence, on a 83 Montrons par récurrence sur n € N la propriété 2(n) : ) kk!=(n+1)!-
k=0
n+1
Y kk!'= (n+D!-1+(n+Dn+D!'= (n+D(n+2)-1= (n+2)!-1. L
k=0
0
o ) ) e e . _q- ' 1_ 1= . .
Ainsi, 2(n + 1) est démontrée. 4 Initialisation. pourn=0:ona kgokk. Oet1!—1=0. Ainsi, 22(0) est vraie.
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

n
Il résulte du principe de récurrence que:[VreN, Y kk!=(n+1)!-1|

Hérédité : soit n € N. On suppose la propriété vraie a I'ordre n, vérifions que [0l Gl e b

2 (n+ 1) est vraie.
On a, en mettant a part le dernier terme de la somme :

n+l n
Y kk!'=) kk!'+(n+1)(n+1)
k=0

k=0
Par hypotheése de récurrence, on a

n+1

Y kkl= (m+D!-1+(n+Dn+DI= (n+Dn+2)-1= (n+2)!-1.
k=0

Ainsi, Z22(n + 1) est démontrée.

k=0

Solution (exercice ALG4.10) [F

1)2.

n
I résulte du principe de récurrence que :|Yn €N, Y 2k +1) = (n + 1)?|.

n
83 Montrons par récurrence sur n € N la propriété 2(n): Y (2k+1) = (n+
k=0

0
Initialisation. pourn=0:D'uncoté,ona: ) (2k+1)=2x0+1=1.Del’autre
k=0
coté, on a: (0 + 1)? = 1. Ainsi 2(0) est vraie.

Hérédité : soit n € N. On suppose la propriété vraie a 'ordre n, vérifions que
n+1

2 (n+1) estvraie. On, en mettant a part le dernier terme de lasomme: ) 2k +
k=0
n
D= Rk+D+2(n+1)+1.
k=0
: Puis d’apres 'hypothese de récurrence, on obtient :
n+l1
Y Rk+D=m+D*+2n+3=n*+2n+1+2n+3=n*+4n+4=(n+2)>
k=0

Ainsi &2 (n + 1) est vraie.

k=0

a / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

n-1
Il résulte du principe de récurrence que:|VneN, > k(k+1) =

n-1
83 Montrons par récurrence sur n € N, n = 2lapropriété: 2 (n) : ) k(k+1) =
k=1

%n(n —D(n+1).

1 1
Initialisation. pourn=2.0Ona: ) k(k+1)=2et: 3% 2x1x3=2.Ainsi 22(2)
k=1
est vraie.

Hérédité : soit n € N, n = 2. On suppose la propriété vraie a 'ordre n, vérifions

que £ (n + 1) est vraie. On a, en mettant a part le dernier terme de la somme :
n n-1

Y k(k+1) =) k(k+D+n(n+1).

k=1 k=1

Puis d’apres ’hypothése de récurrence, on obtient :

" 1 n-—1 n+2
k(k+1)==-nn-1(n+)+nn+1)= n(n+1)(—+1) =nn+1)——.
=1 3 3 3

Ainsi 22(n + 1) est vraie.

nn-1n+1)|

- 1
k=1 3

83 Raisonnement par récurrence :

n 2n)!
2n): [[ak-2)= 22
k=1 n!
Initialisation. pourn=1:
1 2n)! 2!
Ona [[(4k-2)=2et T2

k=1
Ainsi, Z2(1) est vraie.
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Chapitre ALG4. Calculs de sommes et produits

»  Hérédité: > Hérédité:
Soit n € N*. On suppose la propriété vraie a I'ordre n, vérifions que 22 (n + 1) est Soit n € N*. On suppose la propriété vraie a l'ordre n, vérifions que & (n + 1) est
vraie. vraie.
Ona Ona
n+l n n+1 n
[T@k-2)=]4k-2)x @(n+1)-2). [T@k-2)=[]4k-2)x 4(n+1)-2).
k=1 k=1 k=1 k=1
En appliquant 'hypothése de récurrence, on obtient alors En appliquant I'hypothese de récurrence, on obtient alors
1 n+l 2 )
h(4k 2) = @n)t ) x (4n+2). H(4k 2) = x (4n +2).
Or,ona Or, ona
@n+2)! @n+2)@2n+1) @2n)! 2m+1)R2n+1) @2n) 2n)! @nt2!_@ni+2@r+l) Cni_2+l@n+l) (2n)' = (n+2)x E
(n+1)! = (n+1) x n = (n+1) x n! = (4n+2)x n . (n+1)! (n+1) n! (n+1) n!

Ainsi, Z2(n + 1) est démontrée.

Ainsi, Z2(n + 1) est démontrée. ) .. ,
»  Ilrésulte du principe de récurrence que :

»  Tlrésulte du principe de récurrence que :
2 n)

emt VYneN*, ]‘[(4k 2) =

VneN*, ]_[(4k 2)=—" =1

k=1

83 Raisonnement par récurrence :

|
P(n): [k -2) = (2n)

k=1

» Initialisation. pourn=1:
1

@em)! 20
OnaH(4k—2) 2e tT_ﬁ_

k=1
Ainsi, Z2(1) est vraie.
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Chapitre ALG5. Compléments sur les ensembles, DéEnombrement

Chapitre ALG5.

Compléments sur les ensembles, Dénombrement

Résumeé & Plan
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Chapitre ALG6. Applications

Chapitre ALG6.

Applications

Résumé & Plan

Lobjectif de ce chapitre est I'introduction du vocabulaire élémentaire des appli-
cations, ce qui inclut les fonctions. On s’intéresse aux différentes notions affé-
rentes au nombre d’antécédents d'un élément de 'espace d’arrivée. En BCPST,
les exemples de ce chapitre seront le plus souvent puisés dans I'ensemble des
fonctions de R dans R afin d’avoir une notion trés visuelle des définitions.

1 Compléments sur les ensembles 20
2 Exercices 91
2.1 SOIUtIONS AES EXEICICES vttt ettt ettt ittt ettt einnnns 92

Du paradis créé pour nous par CANTOR personne ne nous
chassera.
— David HILBERT

“ COMPLEMENTS SUR LES ENSEMBLES

* % % Fin du chapitre * % %
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Chapitre ALG6. Applications
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Chapitre ALG7. Matrices

Chapitre ALG7.

Matrices

Résumeé & Plan
Le calcul matriciel est un puissant outil pour traiter de nombreux probléemes. En
analyse les suites récurrentes linéaires ou de systémes différentiels linéaires, en
algebre il permet I'étude efficace des applications linéaires ou encore des sys-
témes d’équations linéaires. Lobjectif de ce chapitre est de développer les no-
tions du calcul matriciel qui nous permettront de traiter les problémes précé-
dents plus tard dans I'année.

1 Matrices & Opérations 94
1.1 GENEATAliteS ...ttt e 94
1.2 Opérations surles MatriCes .....vvevrererriiiieerriiieerenieeennnnens 96
1.3 Eten Python? ... o i e e et e s 102
2 Matrices carrées 103
2.1 Matrices remarquables ........ ..o 103
2.2 Puissances & NilPOteNCe . ..vvuueeiveiii et eiiietriiieeernnnneeennns 104
2.3 INVEISION .ottt i e e e e 107
24 Matrices semblables .......... ... i e 113
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2.5 SOIUtIONS S BXEICICES .+ v vttt ettt ettt ittt iiiieeeeennnns 115

Etre visionnaire cest regarder le monde au dela du temps.
Mais on ne voit pas plus loin, que les choix que l'on ne peut
pas comprendre.

— L'Oracle dans The Matrix

Cadre
Dans tout le chapitre, 'ensemble K désignera R ou C, et 7, p désignent deux
entiers supérieurs ou égaux a 1.

Commencons par introduire une notation importante que nous utiliserons dans le
chapitre.

e Notation Symbole de KRONECKER

Soient x,y deux éléments d'un ensemble E, alors le symbole de KRONECKER de
x,y est défini par :

5. = 1 six=y,
Y710 sinon.

Exemple1 SoitE=[1, n] avecn e N*,eti,j, k€ [1, n].
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sii=j,

1

1-0
_6”:{1—1

sinon.

, ) siiqtj,_ 1 sii+#j,
sinon. |0 sinon.

1 sii=j=k,
> O,.%x0., =
bRk {0 sinon.
MATRICES & OPERATIONS

n Généralités

— Définition 1| Matrice
On appelle matrice n x p a coefficients dans K toute famille d’éléments de K in-

dexée par [1, n] x [1, p], c’est-a-dire une application [1, n] x [1, p] — K. On
note une telle matrice :
»  souslaforme A = (A; ))i<i<n, OU plus simplement (A; ;); ; si le contexte est

Isjsp
clair.
»  Ou encore sous la forme d’'un tableau entre parenthéses a n lignes et p co-
lonnes :
Aip A 'Al,p
Agy Agp- Ay
A=| 20 P TR
An,l An,2 o An,p

»  Pour (i,j) € [1, n] x [1, p], on appelle A; ; coefficient de la ligne i et de la
colonnej.

BCPST1 € 2022 / 2023
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» Sip =1, on parle de vecteur co- »  Sin =1, on parle de vecteur ligne,

lonne, et et
Ay A= (A1,1 Ay - Al,p)-
A= Az
» Sin=p, ondit que la matrice est
A, carrée.

Remarque 1 (Lignes avec ou sans virgules?) En toute rigueur les éléments de
xp). Mais
dans les deux cas, ces éléments sont définis comme des applications de 1, p]
dans K, on s’autorisera donc a écrire :

K? sont notés (x,, ..., x,,) alors que ceux de M, ,, (K) sont notés (xl .

(xl,...,xp) = (xl .. x,,).

e Attention
>

De méme qu'on ne confond pas une suite (u,), .y (une famille) avec son
n-ieéme terme u,, (pour n € N, un nombre réel),

»  onne confondra pas une matrice A = (A; )1<i<n (une famille) avec son co-
I<j<p
efficient (7, ) noté A; ; (un élément de K).

Notation
»  Onnote M, , (K) I'ensemble des matrices n x p a coefficients dans K.
»  Lorsque n = p, on note plus simplement 91, , (K) au lieu de 90,, ,, (K) et on
note plus simplement A = (A; })1<; j<, aulieude A = (A; )1<i<n.

1sjsn

Dans les notations précédentes, le premier indice désignera toujours le numéro de
ligne, et le second le numéro de colonne.

Exemple 2
» >0 M, , (R) <IN, , (C : om,, (C
28 € 2,2( ) c 2,2( ), 14+2i 8 ei% € 2'2( ),
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Chapitre ALG7. Matrices

2+3 2+6 5 8
o (27+3))icig = |4+3 4+46|=|7 10|eMy, ).
I<j<2 8+3 8+6 11 14
2 1.1
N . L2 L. . ..
Exemple 3  On considére la matrice A= | .. - 1 . Ecrire le coefficient (i, )
1....1 2
de la matrice A en fonction de §; ; pour tout (i,j) € [1, nj?.
¢
»'

Définition 2 | Egalité matricielle

SoientA, B € M, , (K) deux matrices de-meéme taille. On dit que A et B sont égales
etonnote A=Bsi:

Vi, j)e[l, n]x[1, p], A;;=B;;.

Exemple 4 Soit

-1

. 1

1 -1 cos(0) e'™

= = =10 2
A (0 2)’ B (tan(O) 2 et G 0 o

OnaA=BmaisA+CetB+C.

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

Notation Ecriture en lignes/colonnes d’une matrice

SiA €M, ,(K), alors on notera en ligne ou en colonnes de la maniére suivante :

L, (A)
A=| CA)|...|C,A) |=
L,A)
-2 01
Exemple 5 PourA:(3 5 1),ona:

-2 0 1
qmzh}(um%J szm,

L=(-201), L®w=(32 1)

MATRICES USUELLES. Pour terminer, définissons quelques matrices usuelles. La ter-
minologie associée aux deux premieres n'est pas anodine, il y a un lien avec les ap-
plications linéaires identiques et les homothéties définies dans les Chapters ALG10
et ALG11, ce lien sera explicité plus tard dans ce chapitre.

— Définition 3 | Matrice nulle
On appelle matrice nulle de,, , (K) la matrice n x p ayant tous ses coefficients

égaux a zéro :
0..0

On,p = (0)1<i<n = .
IsisP 0..0
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— Définition 4 | Matrice identité
On appelle martrice identité de M, , (K) la matrice n x n nayant que des uns sur

la diagonale, et des zéros ailleurs :

10..... 0
0"

In_(Si,j)1<l]<n: )
0....01

— Définition 5 | Matrice homothétique

On appelle matrice homothétique de M, ,, (K) de rapport A € Kla matrice n x n
suivante :

AO..... 0

0"
A, = (A8, I 0

0.0\

— Définition 6 | Matrice ATTILA
On appelle matrice ArriLa de,, ,, (K) la matrice n x n suivante :

1..1

— Définition 7| Matrices élémentaires (ou base canonique)
Pour tout k € [1, n], et £ € [1, p], on appelle matrice élémentaire d’indice (k, ¥),
notée E; ,, la matrice de 90, ,, (K) constituée de zéros partout sauf pour le coeffi-
cient en ligne k et colonne ¢, qui vaut un.

Exemple 6 (pourn=2,p=3) DansM,;(R),ona:
100 010 001
EM:(O 0 o) ELZ:(O 0 0) Elﬁ:(o 0 0)

BCPST1 € 2022 / 2023
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000 000
EZ'I_(I 0 0) EZ'Z_(O 1 O) Eas = 001

Remarque 2 (Réecriture avec le symbole de KRONECKER) Autrement dit,

000)

Ek,ﬂ = (Si,kﬁj,f)lsisn .
Isjsp

En effet, tous les coefficients sont nuls, saufsi §; ;. et §; , valent 1, c’est-a-dire si
le coefficient considéré est sur la ligne k et la colonne ¢.

Nous reparlerons plus largement des matrices usuelles quand nous traiterons des
espaces-vectoriels, plus tard dans I'année.

n Opérations sur les matrices

Commencons par définir quelques opérations sur les matrices, en commencant par
I'addition.

ADDITION ET MULTIPLICATION EXTERNE.
sur les matrices.

On commence par deux opérations tres intuitives

— Définition 8 | Somme matricielle
Soient A = (A; j)1<i<n € M, , (K) et B = (b; 1<i<n € M, , (K). On note A+ B €
I<j<p Isjsp
M, , (K) la matrice définie par :

A + B = (Ai,j + bi,j)lsisn .
Isjsp

Autrement dit, les coefficients de A + B sont obtenus en sommant ceux de A avec
ceux de B.

On peut également multiplier une matrice par un scalaire, et ainsi définir une opéra-
tion externe sur 90,, , (K).
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— Définition 9 | Multiplication par un scalaire d'une matrice

Soit A = (A; )1<i<n € M, , (K) et A € K. Alors la matrice AA est définie par :
Isj<p

AA = ()\Ai,j)lsisn-

Isjsp

Autrement dit, les coefficients de AA sont obtenus en multipliant ceux de A par
A.

En particulier, pour A = —1, on arrive a la définition suivante.

Définition 10 | Matrice opposée
(SoitA = (A 1<i<n € M, , (K). On appelle matrice opposée de A la matrice —A.

Isjsp
Exemple 7
12 4 -10 2 36 12 -3 0 6
SiA=|00 -3 0 0 -1}, alors3A=|0 0 -9 0 0 -3|.
021 1 2 =2 06 3 3 6 -6

Les opérations +,. sur les matrices posséde des propriétés similaires a celles des
nombres réels déja rencontrées, dont la vérification ne présente pas de difficulté.

— Proposition 1| Propriétés de la somme
Soient (A, B,C) €€ M,, ,, (K)°.

» (Associativité) (A+B)+C=A+(B+C).

» (Commutativité) A+B=B+A.

» (Flément neutre) A+ 0,,=0,,+A =A.Ondit que 0, , est un élément
neutre pour 'addition matricielle.

»  (Elément opposé) A+ (-A)=0,,,.

— Proposition 2 | Propriétés de la multiplication externe

Soient (A,B) €€ M, , (K)* et (A, ) € K*. Alors :

»  (Associativité) (Ap).A = A.(L.A).

» (Elémentneutre) 1.A =A.Onditque 1estun élément neutre pourlamul-
tiplication externe.
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4 (Distributivité) A+u-A=A-A+p-A, A-(A+B)=A-A+A-B.

MULTIPLICATION INTERNE. Passons a présent a une troisieme opération : celle du pro-
duit matriciel. Nous allons chercher cette fois-ici a multiplier deux matrices entre
elles. La définition ci-apres peut paraitre parachutée pour le moment, mais elle trou-
vera tout son sens dans le Chapter ALG11 ounous utiliserons les matrices pour traiter
des problemes d’applications linéaires. Pour I'instant 'objectif n’'est donc pas de com-
prendre pourquoi on définit le produit matriciel ainsi, mais de savoir les calculer.

— Définition 11| Produit matriciel

Soient A = (A; j)1<i<n € M,, K etB = (bi,j)lgisp € ?JJTM (K), donc telles que le
Isjsp 1sj<q

nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B. Alors on appelle

matrice produit de A par B, notée A x B ou plus simplement AB, la matrice de

format n x g définie par :

autrement dit :
I<i<
1<j<q

N

p
AXB:(ZAi,kbk,j) o
k=1

p
Vi, j)el, p]x[1,q], (AxB);;= kz A; By .
=1

Remarque 3 (Sur le format des matrices) On remarque que le nombre de co-
lonnes de A doit obligatoirement étre égal au nombre de lignes de B. On pourra
retenir le schéma suivant type «relation de CHASLES» pour connaitre le format
de la matrice produit :
Matrice n x g X —

Matrice ¢ x p Matrice n x p

En particulier, le produit de deux matrices carrées de taille n est encore une ma-
trice carrée de taille 7.

Attention Existence du produit matriciel

Toujours vérifier les formats des matrices avant de calculer le produit matriciel
des deux.
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Méthode Visualisation du produit matriciel

Le produit matriciel peut étre illustré, au brouillon, de la facon suivante.

C;(B)
bll ...... bl] ...... blq
:K b :
bpl ...... bp] ...... bpl]
Ay~ ap
: p
L;(A) Ail Ak alp """ Z at'kbky]
: 5 k=1
App v anp

‘est 'image précédente qu'il faut avoir en téte, mais dans la pratique on écrira tou-

jours les deux matrices sur une seule ligne. On retiendra en particulier que pour cal-
culer le coefficient (i, j) du produit, on a besoin de regarder la i-ieme ligne de la pre-
miere et la j-ieme colonne de la deuxieme.

Remarque 4 (Produit et écriture en colonne) Il peut étre parfois utile de re-
tenir le produit matriciel de la manieére suivante, lorsque la matrice de droite est
écrite en colonne.

AB=Ax| C;(B) CsB) |=| AxCi(B)|... [AxC,(B)

Les A x C;(B),i € [1, q] sont des vecteurs colonnes par définition du produit
matriciel, qui forment les colonnes de la matrice produit AB.
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Attention Non commutativité du produit matriciel

Le produit matriciel n'est pas commutatif (sauf pour n = 1). D’une part, cela n'a
aucun sens en raison des tailles des matrices dés qu’elles ne sont pas carrées.
D’autre part, méme avec des matrices carrées, on peut calculer par exemple A x B

et B x A pour:

1

00
10

01
00

21
1 0 1
Exemple 8 Calculer| 1 3 x( )
2 -13
20
4

Exemple 9 Calculer, si c’est possible, les produits AB et BA dans les cas suivants :

123 1 3
1. A=|4 5 6]etB=| 1 1],

123 -1 2
7
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123 L3
2 A=, & oletB=|1 1,
-1 2
S
1
0
3.A=(1379)etB= ol
0
o
10 01
4A—(0 O)etB_(O O),
#
121 242
5. A=|0 1 oletB=]0 1 0},
101 222
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Exemple 10 Pour A € 91, , (R), calculer J,AJ,.

Définition 12 | Matrices qui commutent
Soient A, B € M, ,, (K) deux matrices carrées. On dit que A et B commutent si

AB = BA.

8 Attention Pas de résultat sur les équations-produit

Vous avez vu au college qu’'un «un produit (de nombres réels) est nul si et seule-
ment si un de ses facteurs est nul». Ceci est faux pour les matrices. Par exemple,

. 1 2 2 -6 -2 10
SiA= (2 4),B = ( ) etC= ( _5). Calculer AB,AC:

-1 3 1

4

En résumé, on ne peut simplifier par A :'

AB=AC » B=C.
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Q De-méme, pour tout vecteur colonne X :

AX=0» X=0.

— Proposition 3 | Propriétés de la multiplication

Soient n, q, p, r trois entiers non nuls et (A,A") € M, , (R), (B,B") e M, . (R), C €
M, R) et A €K Alors:

» (Linéarité agauche) (A+AA')xB=AxB+AA'xB,

» (Linéarité a droite) A x(B+AB')=AxB+AAxB'

»  (Associativité) A x (BC) = (AB)C.

4 (Neutre) Sin = p, c'est-a-dire si A est une matrice carrée, alors :

[, xA=AxI,=A.

Preuve
» 7

» Identique a la précédente.

» Admis.
» R4

Les propriétés précédentes sont analogues a celles déja rencontrées sur les nombres
réelles dans le Chapter ALG2, avec une exception trés importante : la non-
commutativité du produit matriciel.

'En revanche, ce sera le cas dans la suite si A est inversible

BCPST1 € 2022 / 2023
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TRANSPOSITION MATRICIELLE. Lopération de transposition est une opération qui réalise
une «symétrie d’axe i = j» dans les coefficients de la matrice, c’est-a-dire un échange
entre les lignes et les colonnes. Voyons une définition plus formelle.

— Définition 13 | Transposée
Soit A = (A;;) € M, , (K) une matrice. On appelle transposée de A la matrice de
M, , (K), notée AT, telle que pour tout i € [1, p] et tout j € [1, n] :

L
Al i=A

Autrement dit, le coefficient (i, ) € [1, p] x[1, n] delamatrice AT estle coefficient
(j, i) de A.

En particulier, le nombre de lignes de AT estle nombre de colonnes de A, etle nombre
de colonnes de AT est le nombre de lignes de A.

Attention

Parfois certains livres ou sujets de concours notent la transposée a gauche, c’est-
a-dire T A, mais cette notation a tendance a disparaitre au profit de la notation
anglo-saxonne de ce cours (et du programme).

-2 3
-2 01 1
Exemple11 Ona: T=10 2| et (: T=(1..1),
3 21 11 1

— Proposition 4 | Propriétés de la transposition
» (Linéarité) SoientA,Be9M, ,(K), etA,peK. Alors:

(AA+puB)T=AAT+uB’.

» (Involutivité) SoitA e, ,(K).Alors: (AT)T=A.
» (Transposée d’un produit) SoientA €N, ,(K),Be M, , (R), alors:

(AxB)T=BTAT,
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Q Attention A la formule d’un produit
La transposition échange I'ordre d'un produit.

Preuve En nota

» 4 A
? 2. Onseplacedanslecasn =2etK=R.On considereD = ( !

0
0 )\2) avecA;, A, €

R. On al’équivalence :

ALA, ERY <= VXeM,, R), gX) = XTDX=0.
' (défi.)

» R4 rd
» R4

Exemple 12 («Forme quadratique» associée a une matrice diagonale réelle)

X1
1. SoitX = : |eM,, K avecn = 1etx; € Kpour tout i € [1, n. Quel est
xn
le format de XT.X? de X.XT? Exprimer le coefficient général de chacune des
matrices.
' 5 . A 2 . . Al 0 -1
p 3. Etablir la méme équivalence, mais en remplacant D par M = P 0 A P~
2
7
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Les éléments précédents s’étendent naturellement a des matrices de taille n x n.

m Et en Python?

Un TP sera consacré aux manipulations de matrices en Python, et aux principales
fonctions existantes. Un outil est dédié pour cela : le module numpy, qui crée notam-
ment des objets appelés tableaux numpy et qui permettent de traiter toute sorte de
calculs matriciels.

Nous faisons une bréve synthese ci-dessous, observez les résultats.

BCPST1 @ 2022 / 2023 10
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Quelques manipulations matricielles en Python

>>> import numpy as np

>>>

>>> # Création

>>> A = np.array([[1,2,3], [4,5,6]11)

>>> B = np.array([[2,3,4], [5,6,711)

>>> type(A)

<class 'numpy.ndarray'>

>>> #on accede aux éléments comme on le ferait avec des listes de
— listes classiques

>>> A[1]1[2]

6

>>> #Mais on peut aussi utiliser une notation plus « mathématique
— » et se passer des doubles crochets

>>> A[1, 2]

6

>>>

>>> # Récupérer le format d’'une matrice

>>> n,p = A.shape

>>>

>>> #Extraction : fonctionnement identique aux listes. Les

—~ signifient que 1'on impose aucune condition sur la position ou
—~ il est placé (ici, cela signifie « peu importe la ligne »,

— donc on renvoie une colonne)

>>> A[:, 2]

array([3, 61)

>>> #Somme

>>> C=A+B

>>> C

array([LL 3, 5, 71,
[ 9, 11, 131D

>>>

>>> #Transposition
>>> np.transpose(C)
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array(LL 3, 91,
[ 5, 111,
L7, 131D
>>>

>>> #Produit
>>> A @ np.transpose(B)
array([[20, 387,
[47, 9211)
>>>
>>> # Ou encore np.dot(A, np.transpose(B))
>>> #le symbole @ est d'utilisation plus aisée que la fonction
— np.dot
>>>
>>> #Matrices usuelles
>>> np.zeros((1, 4))
array([[0., 0., 0., 0.1D)
>>> np.ones((2, 1)) #Attention :
—~ deux fonctions
array([[1.1,
[1.1D
>>> np.eye(3, 3)
array([[1., 0., 0.7,
[0., 1., 0.1,
[0., 0., 1.11)
>>> #Mais cela fonctionne aussi :
>>> np.eye(3)

des tuples sont requis pour ces

array([[1., 0., 0.1,
(0., 1., 0.1,
0., 0., 1.1D

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux
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n MATRICES CARREES

Dans cette section, nous discutons de résultats trés spécifiques aux matrices carrées.
Elles seront donc le plus souvent de format n x n avec n = 1.

m Matrices remarquables

— Définition 14 | Matrice diagonale, triangulaire
Soit A = (A; i<i<n € My, , (K). Alors:

1gjsn

»  onappelle coefficients diagonaux de la matrice A les coefficients de la forme
A; ;1< i< n, cesont ceux sur la diagonale de A (colorés en bleu infra) :

Ay, Az A
a=|fer g fen |
An,l An,Z T An,n
»  OnditqueA estune matrice diagonale de M, , (K)siA; ; = 0 pourtout (i,j) €
[1, n]? tel que i # j. Autrement dit, si tous les coefficients de A sont nuls sauf
peut-étre ceux de la diagonale, A est donc de la forme :

Ayp 0...... 0
0 Ay, o

a0
0....... 0 A,

» On dit que A est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) de
M, (K) siA;; =0 pour tout (i,j) € [1, n]* tel que i > j (resp. i < j). Au-
trement dit, si tous les coefficients de A situés en-dessous (resp. au-dessus)
de la diagonale sont nuls, A est donc de la forme :

Al,l Al,z PRI .Alyn Al,l 0.. .. .(-)

0 .. : o

A= f m.n~_“. a resp. A= : 0
0...... 0 A, Apyooon. Apn
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Elle est dite strictement triangulaire supérieure (resp. strictement triangulaire
inférieure) si elle est triangulaire supérieure (resp. inférieure) a coefficients
diagonaux nuls.

Notation

Si A est diagonale de coefficients diagonaux 4, ..., a,, € K, on note généralement
A =Diag(a,, ..., a,).

— Proposition 5| Stabilité
»  Le produit et la somme de deux matrices diagonales est une matrice diago-

nale.

»  Leproduit et la somme de deux matrices triangulaires supérieures (resp. in-
férieures) est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure).

» La transposée d’'une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est
une matrice triangulaire inférieure (resp. supérieure).

— Définition 15 | Matrice symétrique/antisymétrique
Soit A = (A; )1<i<n € M, , (K). On dit que:

1gj<n
> AestsymétriquesiAT = A, ie. si:
Vi, )el, n]? A=A,

»  Aestantisymétrique siAT = —A, i.e. si:

V(i,j) € [[1 y l’lﬂz, Ai,j = _Aj,i'
5 2 3 0 -2 -3
Exemple13 A=|2 -3 0|estsymétrique,B=|2 0 1 |estantisymétrique.
3 05 3-10

Remarque5 Les coefficients diagonaux d'une matrice antisymétrique sont nuls.
En effet, d’apres la définition, A; ; = —A; ; pour tout i € [1, n]* siA = (A; )1<i<n €

1gj<n

M, , (K) est antisymétrique. Donc A; ; = 0.

BCPST1 € 2022 / 2023
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Exemple 14 Parmi les matrices suivantes, préciser leur nature diagonale, trian-
gulaire, symétrique etc.: 1,,J,etX=UTUouU= (1 1 1) €M, 3 (K).

4

m Puissances & Nilpotence

— Définition 16 | Puissance p-iéme
SoitA € M, , (K) avec n = 1 et k = 0. On définit par récurrence la matrice A pour
tout k € N comme étant :

A’ =1 VkeN, APHI=AxAP=AP xA.

=1,,
De maniere plus explicite, il s'agit d'un produit de k matrices, toutes égales a A :

Ap :AX e XA.
k-fois

Le calcul des puissances itérées d'une matrice est généralement difficile, nous ver-
rons dans cette section quelques techniques pour y parvenir.

Définition 17 | Matrice nilpotente
Soit A € M, , (K). Alors :

»  Aestdite nilpotente s'il existe k € N tel que A* = 0,
»  Dans ce cas, I'indice de nilpotence est le plus petit exposant k vérifiant A¥ =
0

nn*

Lintérét d’'une matrice nilpotente est qu’il est facile de calculer ses puissances car
elles s’annulent toutes a partir d'un certain rang.
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Les matrices nilpotentes ne font pas l'objet d'un travail particulier dans le pro-
gramme, mais elles sont primordiales dans I'étude générale des matrices, nous en
reparlerons plus tard. En outre, ce symbole puissance jouit des mémes propriétés ci-
apres que celui sur les nombres réels.

Proposition 6
SoitA €9, , (K) et (p,q) EN* ona:

AP x A9 :Apﬂi, (Ap)ti = APY,

Attention
En revanche, en regle générale :

(AB)” + APBP,
sauf si les matrices A et B commutent.

Exemple 15

R4

Calculer les puissances de 1,,,],,.

011
Exemple 16 Montrerque A=|[0 0 1 | estnilpotente.
000

De maniere générale, pour les matrices diagonales nous avons le résultat suivant.

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

— Proposition 7 | Puissances d’'une matrice diagonale

Soit D € M, ,, (K) une matrice diagonale de coefficients diagonaux A, ..., A, €K,
cest-a-dire :
Ay 0.....0
0 Ay -
D = Diag(A,...,A,)) = - -2, ol
0..... 0 A,
alors pour tout k e N:
Ao 0
0 A5 .
— Di k k) _ )
D_Dlag()\l,...,)\n)— 0
0..... 0 Ak

Cette proposition parait anecdotique, et pourtant elle servira tres régulierement en
2éme année.

Preuve (Point clef — Récurrence sur k)

4

Théoréme 1| Bin6me de NEwWTON pour les matrices
Soit A,B € IM,, ,, (K)?> deux matrices carrées qui commutent, i.e. telles que :
AB =BA. Alors:

VpeN, (A+BP=)

k=0 k
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Attention 112 1 k 2k
L’hypothése de commutativité est cruciale. En effet, (A+B)? = A>+AB+BA +B? # Exemple 17 SoitA=|0 1 0]e9M;,(R). MontrerqueA*=[0 1 0
A% + 2AB + B?, saufsi A, B commutent. 001 00 1

”
Preuve (Point clef — Récurrence sur p)
”

La plupart du temps, les matrices A, B précédentes ne seront pas données explicite-
ment. Un premier enjeu sera donc de pouvoir décomposer une matrice donnée en
une somme A + B avec A,B qui commutent. Le plus souvent, afin de simplifier les
calculs, nous essaierons de choisir B nilpotente.

Q Méthode Binome et calculs des puissances
»

Si on arrive a écrire une matrice comme somme d’'une matrice D diagonale
et d’'une matrice nilpotente N (i.e. telle que N*0 = 0 pour un certain k, € N),
qui commutent, on utilise la formule du bin6me matricielle :

=)

bl e N3 (R). Calculer AF pour tout k € N.

o -
Q

a
Exemple 18 SoitA=|0
0

¢

k=0
Par ailleurs, les puissances N* sont nulles dés que k = k.
»  On peut toujours écrire une matrice B sous la forme suivante :

BY = (B-1,+1,)" = " (Z) (B—1,)"

k=0
p

=B+I,-1,)P =) (Z)(—l)”_k (B+1,)*.

k=0

2Pour des réels ou complexes la formule du binéme ne faisait pas apparaitre une telle hypotheése, tout
simplement car deux réels ou deux complexes commutent toujours!
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01....
Exemple 19 SoitA=|: " .

1..... 1
‘f

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

€M, , (R). Calculer A¥ pour tout k € N.

m Inversion

On a vu que la multiplication matricielle nous réserve certaines surprises, en particu-
lier la simplification est impossible de maniere systématique. Mais qu'entendait-on
par simplification?

Soient (b, ¢) € (R)? et a € R* que 'on suppose donc non nul. Supposons que :
ab =ac, etonsouhaite prouver que b = c.

Rigoureusement, vous savez depuis le college que vous pouvez multiplier cette éga-

1
litépara™! = = :
a

(at'a)b=(a'a)c <= b=c.

1

R | -
Pour des matrices, on ne peut bien entendu pas écrire a! = =, en revanche a !
a

vé-
rifie :
ala=aa'=1.

On arrive alors directement a la notion de matrice inverse.

2.31. Généralités

Définition/Proposition 1| Matrice inversible & Groupe linéaire
Une matrice A € M, , (K) est dite inversible s'il existe une matrice B € 9, ,, (K)
telle que :

AxB=BxA=1I,.
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Dans ce cas, B est aussi inversible, on I'appelle la matrice inverse de A, et on la
note B=A"".

On pourrait éventuellement considérer des matrices rectangulaires dans la définition
précédente mais nous aurons trés vite plus tard dans 'année des arguments pour
prouver qu’il n’existe que des matrices carrées inversibles.®

Notation

On note GL,(K) 'ensemble des matrices inversibles, appelé groupe linéaire de
My, (K).

Preuve (Unicité de 'inverse) 1l nous faut prouver I'unicité de B : soient donc B, B’
deux inverses de A. Alors : B=BI, =B(AB') = (BA)B' =1,B' =B'.

Puisque 'on multiplie tant6t a droite et tantdt a gauche, la notion d’'inverse n’est va-
lable que pour des matrices carrées.

La définition mentionne qu’il faut avoir AB = BA =1, en pratique c’est un peu plus
simple

— Théoréme 2 | Inverse a droite/gauche
Soit (A, B) € M, ,, (K)?, alors :

AB=1, < BA=1I,.

Par conséquent, une matrice A € 9, ,, (K) est inversible s'il existe une matrice
Be MM, , (K) telle que:

AB=I, (ouBA=1,).

Nous admettons ce résultat, dont la preuve dépasse tres largement le programme de
BCPST1.

3Un argument pourrait étre donné dés maintenant si nous avions la trace d’'une matrice au pro-
gramme.
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Exemple 20 Etudier I'inversibilité de la matrice nulle, de I'identité, puis des ma-
trices homothétiques.

4

2 i 1 -i
Exemple 21 (Inverse donné) Soient C = (—i 1), D= (i 9 ) Alors C est in-
versible d’inverse D.

4

1 0
Exemple 22 (Inverse non donné) Montrer que les matrices A = (0 _1

)etB:
0

4

-10
( 1) sont inversibles, en utilisant la définition.
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» (Transposition et inversion commutent) Soit A € 91, ,, (K) inversible.
Alors AT est inversible aussi et 'on a:

(A1) = (a7,

e Attention Une somme de matrices inversibles n’est pas forcément inversible

Les matrices A et B définies dans 'exemple précédent sont inversibles mais leur e Attention A la formule d’un produit

somme ne l'est pas, car égale a la matrice nulle qui n’est pas inversible. Linversion échange l'ordre d’un produit.*

— Proposition 8 | Inversibilité de matrices remarquables

Soit (A, ...,A,) € K" et soit M = Diag(A,, ..., A,,). Alors : Preuve (Point clef — Vérifier la définition d’une matrice inverse)
. . . » R4
M estinversible < Vie[l, n], A;#0.
Dans ce cas, nous avons :
M™! = Di ( ! ! )
=Diag|—,..., —|.
)\1 )\n
»
Preuve Faisons pour simplifier la preuve dans le cas n = 2. Elle est identique
dans le cas général.
¢
)
»

— Proposition 9 | Propriétés de I'inversion
» (Inverse d’'un produit) SoientA,B € 91, , (K) inversibles, alors A x B est | Revenons a présent a la motivation initiale : celle de pouvoir simplifier des matrices
inversible et : dans des égalités.

(AxB)'=B1xA"L

Proposition 10 | Simplification matricielle
Soit A € M, , (K) une matrice inversible. Alors :

4 (Inverse d’'un inverse) Soit A € M, » (K) inversible. Alors A~! est inver-
4 VB,CES)JI,W,(K), AB=AC = B=C.

sible d’inverse elle-méme :

(A1) =A.

“Comme pour la transposition!
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> VXeM,,; K, AX=0,; = X=0,,.

Attention a ne pas oublier d’analyser I'inversibilité! Nous avons déja vu des contre-
exemples dans le cas contraire.

Preuve
» 2’
» 7’

IDENTITE MOINS UNE MATRICE NILPOTENTE. Lobjectif de ce paragraphe est de voir pour-
quoi I,, — N est inversible si N est nilpotente. Nous commencons par généraliser la
formule de BERNOULLI vue dans le chapitre sur les nombres réels. Cependant, seule
la preuve est a connaitre, I'énoncé est hors-programme.

— Proposition 11| Formule de BERNouLLI [H.P]
Soit A,B € M, , (K)* deux matrices carrées qui commutent, ie. telles que :
AB=BAetpeN.Alors:

p
AP _BPYl = (A-B) ) AFBF K.
k=0

En particulier,

p
VpeN*, 1,-AP"'=(,-A)x Y AF
k=0

Remarque 6 Dansles deux derniéres égalités, les factorisations parA—BetI,—A
respectivement peuvent se faire a droite.
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Preuve (Point clef — Téléscopage)

4

Chapitre ALG7. Matrices

Exemple 23 A l'aide de la formule de BERNOULLI, montrer que pour N €

m,, , K):

Nnilpotente = I,, — Ninversible.
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1 -a 0 O
s . 0 1 -a
Exemple 24 Considérons la matrice B = 00 1 € M, (K). On peut
0 0 0 1
0100
) . 0010 . . .
décomposerB=1,—aJou] = 000 1 . Alors la matrice B est inversible et on
0000
peut donner son inverse.
’I

m Premiéres techniques de calcul

On présente des techniques de calcul trés proches de la définition dans cette section.
La méthode principale, dite d’«échelonnement», sera vue dans le Chapter ALGS.

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

AvEc LA DEFINITION.  Cette technique a été employée dans I'Exemple 22. On cherche

I'inverse sous la forme B = (B; ;)1<i<n, €t on injecte ces inconnues dans le probleme
1gj<n

AB = BA =1,,. Enrevanche, cette méthode est vite compliquée a mettre en oeuvre des
que les matrices sont de taille au moins 3 x 3.

CALCUL D'UN INVERSE A L'AIDE D'UN POLYNOME ANNULATEUR. Cette méthode est basée sur

I'existence d'une relation polynomiale en la matrice. Découvrons-la au travers d'un
exemple.

2 21
Exemple25 SoitM=| 2 -3 2.
-1 2 0
»  Lamatrice M vérifie la relation M? + 2M — 31; = 0;.
7

»  On déduit alors que M est inversible et on peut calculer son inverse.

4 -2 1
3 3 3
. -1 2 -1 2
Indication : On montrera queM ™" = 3 3 3/
-1 2 2
3 3 3
7
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De maniére générale, formalisons cela dans un exemple.

Q Méthode

Supposons qu'il existe ay, ..., a, € K tel que g, # 0, et soit A € 9, ,, (K) une ma-
trice carrée vérifiant

Inverse matriciel a U'aide d’un polynome annulateur

apl, + @A +...+ a,AP =0,. (1)

Onditque P = ay + a;X + ... + a,X? est annulateur de A. Alors (1) est équivalente
a

mA+...+a,AP = —ayl,,

puis étant donné que a, est non nul,

a a
A(——lln +..— —AP | =1,
Ay ay

. . . . a a -
La matrice A est alors inversible d’inverse ——1I,, + ... — Lar-1,
2 Ao

e Attention

Il est fondamentale que a, i.e. le coefficient devant I'identité, soit non nul.

CAS PARTICULIER DE LA DIMENSION DEUX.
2x2.

BCPST1 € 2022 / 2023
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— Définition 18 | Déterminant d’'une matrice 2 x 2

Soit A = € M, , (K). On appelle déterminant de A, noté detA, la quantité

a b
d
detA =ad- bc.

— Définition/Proposition 2 | Inversibilité d'une matrice 2 x 2 & Déterminant ——

b
SoitA = (ccl d) € M, , (K). Alors :

A estinversible < det(A) # 0.

En cas d’inversibilité, nous avons :

Passons a présent aux petites matrices de tailles

gL (d b
~ det(A)|\—¢ a |

Preuve SoitA = (a b
c d

) etB= ( d _b). Calculons AB.
-c a

ab d -b ad-bc 0
AB:(C d)x(—c a):( 0 ad-bc

) = det(A) x L.

1
4 Supposons det(A) # 0, alors A x (mB) =[,. Lamatrice A estdonc inversible
e
1 1 d -b

~ det(A)|—¢ a

» Supposons que det(A) = 0. Si A était inversible, alors AB = 0,, entrainerait
AT'AB = 0,,, c'est-a-dire B = 0,, ce qui est clairement absurde. Ainsi A n'est
pas inversible.

On déduit donc le résultat.

etA

Exemple 26 Retrouver I'inversibilité des matrices de I'Exemple 22 a 'aide du
déterminant, en précisant I'inverse.

4
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Chapitre ALG7. Matrices

Si K = C, deux matrices sont dites semblables sur R s'il existe une matrice inver-
sible P € GL,,(R) telle que A = PBP™'.

12

0 3) et A € K. Quand est-ce que la matrice A — AL, est
inversible? Notation

7 On notera A ~ B lorsque deux matrices sont semblables.

Exemple 27 Soit A = (

Nous verrons dans de futurs chapitres une interprétation de la relation de similitude
entre deux matrices. Nous nous intéressons seulement ici & une application calcula-
toire.

— Définition 20 | Diagonalisable, Trigonalisable
»  Une matrice A € 9, , (K) est dite diagonalisable si elle est semblable a

une matrice diagonale, c’est-a-dire s’il existe D € 9, , (K) diagonale, et
Pe M, , (K) inversible de sorte que: A =PDP™'.
»  Une matrice A € M, , (K) est dite trigonalisable si elle est semblable a une

Exemple 28 SoitA € 9, , (K) une matrice inversible. Exprimer det (A™") en fonc- matrice triangulaire supérieure, c'est-a-dire s'il existe T € M, , (K) triangu-
tion de detA. laire supérieure, et P € 9, , (K) inversible de sorte que: A= PTP L.

¢
)

En premieére année, les matrices P et D seront toujours données, en seconde année
vous aurez des méthodes pour savoir si une matrice est diagonalisable ou pas, etle cas
échéant déterminer D, P. La trigonalisation ne sera quant a elle pas étudiée en BCPST.
A quoi peut bien servir de diagonaliser une matrice? Une application importante est
la possibilité de pouvoir calculer les puissances facilement (cette application en in-
duit beaucoup d’autres, notamment en analyse sur les suites, mais nous le verrons
plus tard).

Matrices semblables 0 Méthode Comment trouver les puissances d'une matrice diagonalisable?

1. Diagonaliser la matrice A : vérifier la relation A = PDP! avec D diagonale et P
inversible, en premiere année les matrices D, P seront toujours données.

2. Calculer D" pour tout n € N.

3. A" =PD"P™!, que 'on montre généralement par récurrence, on en déduit A”.

Définition 19 | Matrices semblables
Soient A et B deux matrices de 91,, , (K). Alors A et B sont dites semblables s’il

existe une matrice inversible P € GL,, (K) telle que :
_ -1
A=PBP. Appliquons cette démarche sur un exemple.
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Exemple 29 Considérons A = ( .

1. Vérifier que P est inversible et que P~ = (

4

2. Montrer que A est diagonalisable.

3. Prouver que pour tout 7 € N, A" = PD"P~ !,

BCPST1 € 2022 / 2023

22

4, Calculer A" pour tout n € N.

* x % Fin du chapitre

Chapitre ALG7. Matrices

* k%
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Chapitre ALG7. Matrices

m Solutions des exercices
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Chapitre ALGS.

Echelonnement matriciel & Systémes linéaires

Ce chapitre développe dans un premier temps la notion de forme échelonnée
d’'une matrice, nous verrons en quoi cette forme peut nous étre utile pour trou-
ver I'inverse d'une matrice inversible, ou encore résoudre des systemes linéaires
d’équations. Nous utiliserons assez largement les résultats et techniques vues
dans le Chapter ALG7. On termine par un avant-gott du programme de 2éme

Résumé & Plan

année : la recherche des éléments propres d'une matrice.

1.1

1.2

2.1

2.2

23

3.1

3.2

Algorithme d’échelonnement matriciel

Opérations ElEmMeNntaires . ......cueeterniteerennieeerennneeeennnneeenns
Algorithme d’échelonnement de GAUR ...........ccoieiiieennniannennn.
Application aux systémes linéaires

GENETAlIteS .. .vtt ittt et ittt e e
Méthode par substitution ........c.voiiiiiiiiiiiriiiiieiiieennn

Echelonnement et algorithme de GAUR-JORDAN des systémes ..........

Application au probléme d’inversibilité matricielle

(@S5 81 =11 <1

Méthodesde calCul ........viiiiiiiriii ittt iiiiiaeeens
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117

117

118

121

122

124

125

130

130

4.1

4.2

5.1

Chapitre ALG8. Echelonnement matriciel & Systémes linéaires

Application au calcul des éléments propres d’une matrice 133

.......................................................... 133

Calculs pratiques .......ouein it e 134
137

Solutions des eXerCiCes .. ...vvuuetntti ittt 138

La fagade du plus célebre monument espagnol, la basilique
Sagrada Familia, comporte différentes sculptures dont un
carré magique dordre 4 : la somme des éléments de chaque
ligne, de chaque colonne et de chaque diagonale vaut 33
(l'dge de Jésus a la fin de sa vie).

— Le saviez-vous ?

Dans tout le chapitre, 'ensemble K désignera R ou C, et n, p désignent deux
entiers supérieurs ou égaux a 1.
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Chapitre ALG8. Echelonnement matriciel & Systémes linéaires

“ ALGORITHME D’ECHELONNEMENT MATRICIEL Attention
Retenez que sil'on autorisait A = 0 dans I'un des cas encadrés :
»  pour les dilatations, alors on supprimerait une ligne, aie... ©2
n Opérations élémentaires »  Pour une combinaison dilatation/transvection, on «écraserait» une ligne
par une autre, re-aie... ©°2
Peu de chances que ces deux opérations servent a quelque chose dans la suite.

Les objectifs de cet algorithme présenté ci-dessous sont multiples :

I'analyse de I'inversibilité d’'une matrice carrée, et le calcul de son inverse, . . .
la résolution de systémes linéaires, la recherche des «éléments propres» d’'une ~LIEN MATRICE DE DEPART ET MATRICE MODIFIEE PAR UNE OPERATION. Commencons par un

mattice. exemple dans le cas d'une matrice carrée simple :
»  Nous verrons également d’autres applications (recherche des relations de dé- 1 2 01 1 2
pendance entre plusieurs vecteurs, ...) dans de futurs chapitres. A= (3 4), P= (1 0), T= (0 1),

Calculons PA,AP, TA,AT et faisons le lien avec la matrice A :
OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES LIGNES. Cet algorithme consistera a transformerla

matrice initiale en une matrice plus simple dite «échelonnée», en faisant intervenir ?
trois types d’opération sur les lignes que nous définissons des a présent. 0 1\(1 2 34
PA = 1 olls 4=y 2] et obtenue en faisant L, — L, a partir de A
— Définition 1| Opérations élémentaires
1 2)[0 1 21
_ L@ AP = = ) est obtenue en faisant C, —— C, a partir de A
Soit A = (A;;) € M, , (K) une matrice écrite en lignes A = : . On ap- 3 4J{1 0 43
L,(@A) (1 2)(1 2} (7 10 . R .
pelle opération élémentaire sur les lignes de A 1'une des opérations suivantes pour TA=10 1ll3 4l =3 4| et obtenue en faisantL, — L, +2L, a partir de A
Gpell, nl: 1 2)\(1 2 1 4
» L;(A) — L;(A) appelée permutation des lignes i, j, AT = T= est obtenue en faisant C; — C, +2C, a partir deA.
. . S Lo 3 4J10 1 310
» L;(A) — AL;(A) appelée dilatation de parametre A € K\{0}| de la ligne i,
»  L;(A) — L;(A) + uL;(A) appelée transvection de parametre y € K de la ligne
i par rapportajsii# j, Semblent alors se dégager les faits suivants :
Li(A) - M):‘ (A)-\’- (})1L] A I?I;pile?, combmazson dz;a\t?tllo'n/trc?nsvect.zon‘ de Opération €lémentaire surles —  Multiplier 8 GAUCHE par une
parametres A, € ‘I-’, W€ Kdelalignei par rapporta la ignej avec i ]. LIGNES certaine matrice inversible
On définit les opération élémentaire sur les colonnes de A de maniere analogue.
Opération élémentaire surles —  Multiplier a DROITE par une certain
. . . . . . . COLONNES matrice inversible
On utilise assez peu la terminologie transvection, dilatation efc., on notera simple-
ment formellement les opérations a ’aide de fleches. Plus précisément :
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»  onappelle matrice de permutation de 9, ,, (K) toute matrice de la forme :

, I<si<jsn.

»  Onappelle matrice de dilatation de 9, ,, (K) toute matrice de la forme :

1 1
- I

1 |
D;(A) = ”1—‘/\717 —i, AeK\{0},i€[1, n].
| "
;

»  Onappelle matrice de transvection de M, , (K) toute matrice de la forme :

1 . AeK (L) e[l, n]eti#].

De plus, toutes les matrices précédentes sont inversibles. On pourrait démontrer que
les multiplications a droite ou a gauche par ces matrices exercent les opérations ci-

apres.

Multiplier a droite par O’

Multiplier a gauche par O

Pi,j Li hd L] Ci g C]
Dl()\) Li — )\Ll Ci <— )\Cl
T;;(N) L; —L;+AL; C; — C; +AC;

Aucune connaissance sur ces matrices n'est exigible, on pourra se contenter de retenir

de ce paragraphe le résumé ci-apres.
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Résumeé

Chapitre ALG8. Echelonnement matriciel & Systémes linéaires

Opérations élémentaires et traduction matricielle

OSoitA €M, , (K.

>

Exercer une opération élémentaire sur une ligne de A change A en E x A avec
E un certaine matrice inversible.

Exercer une opération élémentaire sur une colonne de A change A en A x E
avec E un certaine matrice inversible.

n Algorithme d’échelonnement de Gaus

Nous allons essentiellement constater que toute matrice est équivalente en ligne a
une matrice échelonnée en lignes. Voyons déja ce que cela signifie.

4

— Définition 2 | Equivalence en ligne/colonne
Soient A, B € 9, , (K) deux matrices. On dit que A, B sont

équivalentes en lignes et 'on note A v B, si A peut étre transformée en B via
une suite d’'opérations élémentaires sur les lignes,
équivalentes en colonnes et 'on note A P B, si A peut étre transformée en B

via une suite d'opérations élémentaires sur les colonnes.

4
>

— Proposition 1| Caractérisation de ’équivalence en ligne et colonne
Soient A, B € 9, ,, (K) deux matrices. Alors :

A > B < JEe M, , (K) inversible, E x A = B.
A P B < JEe E)Jprp (K) inversible, A x E = B.

Preuve Par exemple, pour les lignes.
SiA ~B alorsilexiste Ey, ..., Ey € N des matrices inversibles (de permutation,

dilatation ou transvection) avec N un entier, de sorte que
(E; x -+ xENy)A =B.

Or un produit de matrices inversibles est inversible, on déduit alors le résultat.
Il faudrait montrer que toute matrice inversible est produit de matrices de
permutation, dilatation et transvection. Nous I'admettons.*

“c’est un résultat largement non trivial
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Chapitre ALG8. Echelonnement matriciel & Systémes linéaires

Voyons maintenant le type de matrice auquel on veut arriver : les «échelonnées en les pivots, le cas échéant.
ligne». Nous verrons plus tard en quoi cette forme est adaptée pour traiter différents 540 56
problémes. 00-8101 34056 1234 12022
A=(soe ) B=(208t) c=(3331) D=foy o’
000 00 00567 08039 0000
000 0
000 00
— Définition 3 | Matrice échelonnée et échelonnée réduite
Une matrice est dite échelonnée par lignes si : 4
»  siuneligne est nulle, alors toutes les lignes suivantes sont nulles,
» (apartirdeladeuxiemeligne) le premier coefficient non nul de chaque ligne
est strictement a droite de celui de la ligne précédente.
Une matrice est dite échelonnée réduite par lignes si :
4 elle est nulle,
»  ouelle est échelonnée par lignes, a tous ses pivots égaux a 1, et les pivots
sont les seuls coefficients non nuls de leur colonne.
Pour I'une des deux formes échelonnées, on appelle : Exemple 2 La matrice A ci-dessus n'est pas échelonnée réduite par lignes, mais
»  pivot tout premier coefficient non nul sur une ligne, la matrice suivante l’est :
»  colonne pivot toute colonne possédant un pivot.

12003

E= 00104
—1{00015)
00000

Forme typique d'une ® * Kk Kk K* Kk Kk * * o .
matrice échelonnée, les ! 0 0 @ x x * % *x * — Théoréme 1| Algorithme de GAUR-JORDAN
ivots étant indiqués ari 0 00 & %« x % % % SoitA €M, , (K). Alors :
p . symbolquB, leI; ) 0000006 % % » il exist;une m.atrice Be E)i)tnip, (K) échelonn}ée en ligr,les tel'le que: A T B.
désignant des coefficients | 00000000 & Une te en{atrlceB e’st appe.: ée une forme echAelonnee en ligne c.ie A. Toutes
w les formes échelonnées en ligne de A ont le méme nombre de pivots.
quelconques 000O0O0OO0OOO0ODO - : : ) :
IR LR e e s » Il existe une matrice C € 901, , (K) échelonnée en lignes réduite telle que :
Forme typique d'une 1 %00 % % 0x*x0 A ~ C. De plus, la matrice C est unique.
matrice échelonnée, les 0010 % %0x020 L
pivots étant indiqués par | 0001 « «0x20
le symbole &, les x 0000O0O0O1x0 — Définition 4| Rang
désignant des coefficients 00000O0O0TO 0 1 On appelle rang de la matrice A le nombre de pivots d'une forme échelonnée en
quelconques 00000O0OGO0O lignes, ou encore le nombre de pivots de I'échelonnée réduite de A.
Notation
Exemple 1 Les matrices suivantes sont-elles échelonnées par ligne 2 Déterminer Si A est une matrice échelonnée en ligne, on note son rang RgA.
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Prouver ce théoréme revient a exposer un algorithme permettant d’arriver a une
forme échelonnée. La preuve ci-dessous n'est pas forcément a connaitre, il faut sur-
tout savoir I'appliquer sur des exemples. Par ailleurs, nous admettons toute la partie
unicité du théoreme (c’est-a-dire le fait que le nombre de pivots est toujours le méme,
ou encore que I"échelonnée réduite est unique).

BCPST1 € 2022 / 2023
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Preuve (de l'existence d’une forme échelonnée et échelonnée réduite)  (Point clef —
Si un coefficient est non nul sur une colonne, on peut éliminer tous les autres sur
la méme colonne a Vaide d’opérations élémentaires)

1. (Placement correct d’'un pivot) Sila matrice A est nulle, alors il n'y a rien a
faire et l'algorithme est terminé. Sinon, soit j; I'indice de la premiéere colonne
non nulle. On choisit un coefficient non nul dans cette colonne, que 'on note
« et apparaissant a la ligne disons i;, on le place en premiere ligne par échange
L; «—L;.Onaainsi:

h
!

0..0 [ *....%x
0..0 %
ATl B
0..0 %

2. (Elimination) On annule les autres coefficients A;;, de la colonne j; par les

i,j c1es TR .
1 L, — on voit bien ici 'importance du choix « # 0.
«

transvections L; <— L; —

On donc apres cette étape :

0..0 [a] *....%

3. Onrecommence avecle bloc B s’il n'est pas déja nul; dans la suite on effectue que
des opérations sur L,, ..., L,,. Et ainsi le reste de la matrice n’est plus modifié.
Pour obtenir I'’échelonnée réduite, on élimine de droite & gauche, colonne par co-
lonne, tous les coefficients au-dessus de la diagonale a I'aide de transvections, donc

d'opérations de la forme L; — L; + pL; avec i > j"et p € R.

Traitons complétement deux exemples.

“Afin de ne pas ajouter des termes non nuls dans les colonnes a gauche du pivot de la ligne i
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Chapitre ALG8. Echelonnement matriciel & Systémes linéaires

4 . ' P 273
Exemple 3 Déterminer I’échelonnée réduite de A = (? 9 g)
DI
002 14
Exemple 5 Déterminer I'échelonnée réduite de A = (8 209 g)
006 31
’I

2 . A . , , 1-10 -1-1
Exemple 4 Déterminer la réduite échelonnée de A = (8 I-123 )
o’

n APPLICATION AUX SYSTEMES LINEAIRES

Une premiere application de 'algorithme d’échelonnement est la résolution de sys-
témes linéaires. Mais précisons tout d’abord de quoi on parle.
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m Généralités

— Définition 5| Systéeme linéaire d’équations
»  Un systeme linéaire de taille n x p, est un systéme de n équations et p incon-
nues de la forme :

A1,1x1 +A1y2X2 + -
Az'lxl +A2,2x2 + .-

S) thapXy =By

+A, . x, =B

Ap1 X1 +Ap X+ +A, X,

n

ol A;; € Kpourtout (i,j) € [1, n] x [1, p], B; € Kpour tout i € [1, n].
Résoudre (S) signifie trouver I'ensemble des (x,, ... 1 Xp) € K?” vérifiant (S).

Le systeme (S) est dit homogene si: Vi€ [1, n], B; = 0. Le systeme homo-
gene associé a (S) est défini comme :

Al,lxl +A1y2X2 + - +A1ypxp =

0
(SO) Azylxl +A2'2x2 + - +A2,pr, = F)

Anylxl +An’2x2 + M +An,pxp = 0

»  Lesysteme (S) est dit incompatible s’il ne possede aucune solution.

Notation

Dans la pratique, lorsque p = 2,3, 4, on note plutoét x, y, z, ¢ les inconnues en lieu
et place de la notation avec indices.

Exemple 6
2x+y— z+t=1
4 —-Xx+y+ 2z+t=-1 estun systeme linéaire a n = 3 équations, et p =4
y+z =-1
inconnues.
2x+y—-z+t =1

> -x+y+2z+t =-1 nlestpasunsysteme linéaire.

y+xz =-1

BCPST1 € 2022 / 2023
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Remarque 1 (Alignement des inconnues) Comme dans I'exemple précédent,
je vous conseille toujours d’aligner correctement les inconnues quand vous écri-
vez des systeémes linéaires. Cette nécessité apparaitra clairement dans l’algo-
rithme utilisé pour résoudre un tel systéme.

Pour parler de systéme linéaire, il faut que les inconnues ne soient pas multipliées
entre elles, mises au carré, a I'inverse, avec une racine, un logarithme... sinon, on
ne peut pas associer de matrice au systeme et toutes les méthodes qui suivent
tombent.

— Définition 6 | Matrice d’'un systéme linéaire d’équations
Soit le systeme linéaire de taille n x p ci-apres :

Al‘lxl +A1’2.X:2 + .- +Alypxp = Bl
A2,1xl +A2'2x2 + - +A2ypxp = B2

S)

An‘1x1+An’2x2+"'+A X :B

n,p*p n

On appelle matrice du systeme (S) la matrice

A A 'Al,p

Agr Agp-- Ay
A= (Asen=| " €M ().
j< : : :
An,l An,z o An,p
Bl
Et second membre le vecteur colonneB=| : | € M, (K)
B
p

» Lenombre delignes de A correspond au nombre d’équations du systéme.
» Lenombre de colonnes de A correspond au nombre d’inconnues du systéme.

Par définition méme du produit matriciel, nous avons avec les notations précédentes
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Chapitre ALG8. Echelonnement matriciel & Systémes linéaires

que pour tout (xy, ..., x,) € K”:

ApiXy+A X+ .+ A X,

X1
Ag Xy +AgoXy +...+ Ay X,

Al 1=
Xp

+A, X

Ap1Xy+A, 2%, + ... npXp

On déduit alors immédiatement la proposition suivante.

— Proposition 2 | Ensemble des solutions et matrices
Soit (S) un systeme linéaire de matrice associée A, et second membre B € 9, ; (K).
Alors :

X1

(xy,...,%,) € KP est solution de (S) <= A B.

Xp

On voit immédiatement de cette écriture, que si la matrice A est carrée inversible,
alors:

AX =B < X=A"!B,

donc le systéme admet une unique solution, on parle alors de «systéme de CRA-
MER».

Définition/Proposition 1| Systéme de CRAMER
Si n = p et A est inversible, alors le systeme (S) posséde pour unique solution X'
ol X = A™!'B. Dans ce cas, le systeme est dit de CRaMER. En particulier, un systéme
homogene de CRAMER admet pour unique solution le vecteur nul. “

“Puisque par définition B est nul.
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Notation Matrice augmentée

Soit le systeme linéaire de taille n x p ci-apres :

Alylxl +A1,2x2 QP 090 +A1,pxp = Bl

(S) A2,1x1 +A2’2x2 P 000 +A2ypx.p = ]_3.)2 )

Anylxl +An,2x2 P 090 +An,pxp = Bn

Alors on appelle matrice augmentée de (S) le tableau suivant :

Ay Ao 'Al,p B,
Ayr Ay 'Az,p B,
An,l An,2 o An,p
Une matrice augmentée n'est pas a proprement parler une matrice, mais plutot

un moyen commode de visualiser un systéme. Nous l'utiliserons dans la suite du
cours.

Remarque 2 (Incompatibilité sur la matrice augmentée) Si| A |B

contient une ligne de la forme ( 0 0 ‘ b ) avec b # 0, alors le systéme est in-
compatible. En effet, I'équation associée est alors 0 = b qui est bien s{ir fausse.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE. Chaque équation (non triviale) décrit un sous-
ensemble de K, K?, K>etc. (ol1 p est le nombre d’inconnues). Par exemple,

si p = 1:avec une inconnue x = 5 désigne un point de la droite réelle,

si p = 2 : avec deux inconnues notées x, y, 3x + 2y = 0 désigne une droite de R?,
si p = 3 : avec trois inconnues notées x, y, z, 3x + 2y + z = 0 désigne un plan de
I'espace.

Les solutions du systéme correspondent alors a des intersections des espaces décrits
par chacune des équations. En effet, un point est solution lorsque ses coordonnées
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vérifient toutes les équations en méme temps, c’est-a-dire quand le point appartient
alintersection de tous les espaces. Cette interprétation permet de conjecturer dans
des cas raisonnables que :

» sin=p =2, 'ensemble des solutions est peut-étre un point (l'intersection de
deux droites),

» sin=2,p =3, 'ensemble des solutions est peut-étre une droite (l'intersection
d’un plan et d'une droite), etc.

STRUCTURE DE L'ENSEMBLE DES SOLUTIONS. La propriété ci-apres nous donne l'allure de
I’ensemble des solutions, mais ne nous permet bien stir pas de résoudre. Notez I'ana-
logie avec celui déja rencontré dans le Chapter ANA13 et qui est symptomatique de
beaucoup de contextes «linéaires».

Théoréme 2 | Structure des solutions du systeme complet
Soit (S) un systeme linéaire de matrice associé€e A, et second membre B € 21, ; (K).

Si X, € M, ; (R) est une solution du systeme (S), alors I'ensemble des solutions
du systeme est :

Xy +Xo | Xy solution du systtme homogene AX =0,,,}.

Attention
La preuve ci-dessous exploite tres largement la linéarité en les variables du sys-
téme puisqu’on utilise sa formulation matricielle, ce résultat est faux dans le cas
contraire.

Preuve

4
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m Méthode par substitution

La méthode de substitution est la premiere que vous ayez apprise. Elle est simple a
réaliser a la main lorsque les systemes sont petits. Elle a I'avantage de pouvoir étre
également utilisée pour les systemes non linéaires (avec des produits d’inconnues,
des racines, exponentielles... ).

Attention
Cette méthode est dans la pratique a oublier pour les systemes linéaires de taille
supérieure a trois inconnues, car assez peu efficace. On peut éventuellement gar-
der le principe a l'esprit pour les systémes non linéaires (qui ne font pas 'objet
de ce chapitre).

X+ y+z=1
Exemple7 Résoudre le systéme suivant par substitution (S) xX— 2y+z=2.

X+y—z =3
4
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On peut formaliser ainsi la méthode :

)

Méthode Résolution d'un systéme par substitution

Pour un systéme a n équations et p inconnues,

1. on utilise une équation pour exprimer une des inconnues en fonction des
autres (qui jouent le role de parametres),

2. dans les n — 1 équations restantes, on remplace 1'inconnue par I'expression
obtenue précédemment qui est fonction des p — 1 autres inconnues. Il reste
donc n — 1 équations a p — 1 inconnues.

3. Onréitere le processus avec les n — 1 équations et p — 1 inconnues restantes.

4, Arrivé ala derniére étape,

» soit il ne reste plus qu'une équation et on obtient donc une relation entre
les p—n+1inconnues restantes. On exprime ensuite les autres inconnues
a partir de celles-ci.

» Zoit il ne reste plus qu'une inconnue pour plusieurs équations. Si les
équations sont indépendantes non triviales, alors il n’y a pas de solutions.

m Echelonnement et algorithme de GAUB-JORDAN des systémes

Lorsquele systeme est linéaire, il est presque toujours préférable d’oublier la méthode
par substitution au profit de la méthode du pivot.

Cadre
Considérons dans toute cette section un systéeme :

Al,lxl +A1'2x2+"‘+A1,pxp :Bl
Azllxl +A2'2x2 + - +A2'pxp = B2

S )

Amlx] +An'2x2 + e +An’pxp = Bn

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux
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X1 B,

et notons A sa matrice associée,etX =| - |,B= . Résoudre (S) revient a

Xp Bp
trouver les X de sorte que AX = B.

Définition 7| Rang
(On appelle rang du systeme (S) le rang de A.

SYSTEMES ECHELONNES ET ECHELONNES REDUITS. Nous allons constater ici que les sys-
témes dits échelonnés et échelonnés réduits sont trés simples a résoudre. Par
exemple, considérons

x+ y=1 , (111
de matrice augmentée .
x+2y=1 1 2|1

Alors on peut faire subir 'opération L, — L, — L, afin d’'obtenir une matrice augmen-
tée (et le systeme associé) échelonnée :

x+y=1
y=0
Ce systeme peut alors peut se résoudre en «remontant les égalités» : y = 0 puis x+0 =

1 donc x = 1. On préfere encore plus les systemes échelonnés réduits. Par exemple en
faisant L, — L; — L, dans la seconde matrice augmentée, on obtient :
=1

X
y=0

etla le systeme est déja complétement résolu! Précisons le vocabulaire introduit pré-
cédemment.

de matri we |l M1
€ matrice augmen ece 0o 1lol

d tri té 1011
e matrice augmentée | | |,

Définition 8 | Systéme échelonné et échelonné réduit
On dit qu'un systeme (S) est échelonné (resp. échelonné réduit) si sa matrice A

’est. On appelle pivot du systeme tout pivot de A.

Dans la pratique, on essaiera toujours de se ramener a la forme échelonnée réduite.
Pour le moment voyons deux exemples de systemes déja échelonnés.
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+y=1
Exemple 8 (Sans inconnues auxiliaires) Le systeme { est échelonné

11
car sa matrice A = ( 0 1) I'est. Lunique solution est alors (1, 0).

Exemple 9 (Avec inconnues auxiliaires) Le systeme

3X] =X, +8x3+ X, +x5=0
2x5+8x, =0 estéchelonné.

X, +x5=0

On peut alors le résoudre.

5-1811
o’ Samatriceest|0 0 2 8 0|, elle est échelonnée donc le systeme l'est aus-
0 0 011

si. Cette fois-ci nous avons plus d'équations que d’inconnues. Déterminons son
échelonnée-réduite, il est ici inutile de travailler avec une matrice augmentée
puisque le systeme est homogene.

11
5 -1 81 1\r-1iL 1 —z g :
0 0 280 0 0 2 8 0Ll
0 0 011 00 01 1
8§ 1 1 . 31 1 o

1 —g g g g Li<Li-zxLy 1 —g 0 —E g Li—Li+5% xL3
0 0 1 40 0 0 1 4 0 |L,—L,—4xl,
0 0 011 0 0 0 1 1

1 32
1 —— 00 —

5 5
0 0 10 -4
0 0 01 1
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On aboutit alors le systéme ci-apres, ot nous avons encadré les pivots :
1 2. _
1x; — X +5X5=0
1x4+ x5=0

Le systeme sous forme échelonnée réduit est résolu, on déduit alors que l'ensemble
des solutions est :

{(x2—31x5
5

(x,,%5) € KZ} .

y xz, 4x5, —x5, x5)

De maniere générale, on a la définition ci-apres.

— Définition 9 | Inconnues principales et secondaires
Dans un systeme échelonné de matrice A € M, ,, (K) :

» les inconnues devant les pivots de A sont les inconnues principales du sys-
teme.

»  Les autres inconnues sont les inconnues secondaires ou parametres du sys-
teme.

Par définition du rang, il y a donc Rg(A) inconnues principales, et p — Rg(A) in-

connues secondaires.

Dans 'exemple précédent :

» les pivots du systeme (S) sont 5, 2 et 1. Ce sont les éléments que 'on a besoin
d’inverser lors de la résolution du systéme homogene associé pour obtenir les
valeurs des inconnues principales qui leur correspondent.

» Les inconnues principales sont x;, x5 et x,. Ce sont les inconnues qui «dispa-
raissent» dans la résolution du systéme et seront exprimées en fonction des pa-
rametres. Elles correspondent aux colonnes du systéme qui comportent des pi-
vots.

»  Lesinconnues secondaires (ou parametres) sont x, et xs. [Is prennent n'importe
quelle valeur. Le choix de leur valeur détermine celui des inconnues principales.
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Chapitre ALG8. Echelonnement matriciel & Systémes linéaires

ECHELONNER UN SYSTEME. Le dernier point qui nous reste a voir est : comment arriver e Attention Pas d’opérations sur les colonnes!

a un systeme échelonné réduit ayant le méme ensemble solution que l'initial ? La ré- Pour les systémes, il est impossible de travailler sur les colonnes de A. En effet,
ponse est déja dans le Chapter ALG7 sur les matrices. Rappelons que I'on souhaite  rayajller sur les colonnes revient a multiplier a droite par une matrice inversible,
résoudre (enX € 9, (K)): or il est impossible de multiplier AX = B a droite par une matrice carrée (tout

simplement car le produit matriciel n‘aurait aucun sens).
AX =B.

Or, d’apres I'algorithme du pivot pour les matrices, on aboutit a la forme échelonnée
réduite de A en exercant des opérations élémentaires sur les lignes de A, c’est-a-dire Q Méthode Résolution d’un systéme par pivot

en multipliant a gauche par une matrice inversible E, eton a : N < . .
p & p ’ Pour un systéme a n équations et p inconnues,

— ! —
(S) AX=B CarEeﬁersible (§) (EAX=EB. Aypxg +A X, + o+ Ay X, =B
(S) Azylxl +A2,2x2 + - +A2,pxp = B2
Définition 10 | Systémes équivalents ApiX HAp X+ +A, X, =B,

Deux systemes d’équations sont dits équivalents, sileurs matrices associées sont
équivalentes en ligne, autrement dit si on peut passer de I'un a 'autre par des
opérations élémentaires sur les lignes.

1. Commencer par écrire la matrice augmentée du systéme :

Ay Arp-Agy | By

) o Agr Agp-- 'Az,p B,
Puisqu’entre deux systemes équivalents, on passe de I'un a l'autre en multipliant : : : .
a gauche par une certaine matrice inversible, les ensembles de solutions sont les A,'“ A,; 5o A B

A ) oy s PO T .ps . n,p n
mémes. On déduit immédiatement la proposition suivante.

Ay A 'Al,p

Proposition 3 | Equivalence et ensemble de solutions

Agr Agp- Ay
Deux systemes équivalent ont méme ensemble de solutions. ousimplementA=| ~ . ~P | sile systeme est homogene.'
An,l An,2 o An,p
Notons B’ = EB,A’ = EA. Alors les systéemes (S) : AX = B et (§') : A’X = B’ sont équi- 2. Déterminer I'échelonnée réduite de la matrice augmentée (ou la matrice A si
valents et (S') est échelonné réduit, donc résolu. Pour arriver a la forme échelonnée le systeme est déja homogene) en appliquant l'algorithme du pivot matriciel.
réduite, on va exercer des opérations élémentaires sur les lignes de A, mais en paral- 3. Ecrire le systéme échelonné équivalent obtenu, encadrer les pivots (associés
lele sur B (puisque S’ fait intervenir le second membre B’ = EB), cela revient donc a aux inconnues principales), puis résoudre le nouveau systéme en commen-
échelonner la matrice augmentée. cant par le bas puis en remontant.
Faire subir les
Echelonner A + mémes opérationsa — Echelonner A |B !c’est-a-dire sila derniére colonne de la matrice augmentée ne contient que des zéros.

B
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Chapitre ALG8. Echelonnement matriciel & Systémes linéaires

Remarque 3 (Systéme «creux») Lorsque le systeme de départ contient beau- Matrice augmentée | Systéme Opération(s) réalisée(s)

coup de zéros, il peut étre judicieux de présenter les calculs sans matrice aug-

: o . ) - | - y+2z=5 |
mentée (cela évitera de devoir recopier, ligne par ligne, tous les zéros). 1 -1 215 ; X- y+2z ;
3 2 1110 : 3x+2y+ z=10 1
2 =3 =2{-10)  l2x-3y-2z=-10 |
1 -1 21| 5 | X— y+2z=5 |
| | L2 A L2 - 3L1
0 5 -5| -5 : 5y—-5z=-5 1
-1 —-6|-=20 | | L3 — L3 -2L,
0 | ~ y-6z=-20 |
1-1 2|5 . (x-y+2z=5 | .
01 -1{-1 | y— z=-1 | Ly — ;Lo
0 -1 -6|-20/ —y-6z=-20
1-12]5 . (x-y+2z=5 |
Dans le premier exemple qui suit, on présente I'échelonnement matriciel et en paral- 01 -1 -1 y—- z=-1 Ly —Ls+1L,
lele le systeme associé sur un format 3 x 3. Dans la pratique, vous étes libres d’utiliser 00 -7|-21 i 7p=_9] i
I'une ou l'autre des deux présentations mais je vous conseille plutdt la vision matri- ~ --------------oooomeioooo s .
. _ ! X—y+2z=5 !
cielle. 1 -1 25 1 1 1
01 -1|-1 ! y— z=-1 3 Ly ——=L4
00 1|3 =3
10 14 x +z=4
01 -1|-1 | y—z=-1 | L, —L, +L,
00 1|3 z=3
1001 X +z=4
010]|2 i y—Z:—l i I;JZ‘—]I-:,Z'FI;AS
| | 1 17 b
0013 | z=3 |
On aboutit ainsi a une unique solution:  [{(1,2,3%.
Exemple 10 (Cas d’un systéme de CRAMER) Résoudre le systeme d i J
X— y+2z=5
(S) 3x+2y+ z=10
2x—-3y—-2z=-10 Passons maintenant a divers exemples montrant différents cas : incompatibilité, en-

semble singleton de solutions, ensemble infini de solutions, etc.. Pour des petits sys-

On considere la matrice augmentée que 'on échelonne : N , . P R
teme (de taille 2 x 2), on donne en plus une vision géométrique du systeme.
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Exemple 11 (Deux inconnues) Dans tous ces exemples, on note r le rang du
systeme.
x-y=-3 o

. On peut ensuite échelonner

1. (n=p=2etr=2) Onconsidére{x_'_y:5

la matrice augmentée :

1 -1|-3 1 -1(-3

1 1|5 |L,—L,-1xL, 0 2| 8 |L,—1L,
1 —1|-3|L,<L;+1xL, 1 0|1

0 1|4 014

Lensemble des solutions est donc[.# = {(1,4)}], un singleton.
(Interprétation géométrique) les droitesD, :x—y =-3etD,:x+y =5
sont sécantes. On cherche un point dont les coordonnées vérifient les deux
équations a la fois. Il n'y en a qu'un seul : le point d’intersection de D, et D,.

y

xX—y=-3
2. (n=p=2etr=1:casincompatible) On considéere { Y 5 On peut
X+y=

ensuite échelonner la matrice augmentée :

ik / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux 14

2 6| 2|L-iL 1 3|1

3 9/-3 3 9| -3 1L,—L,-3x1,4
1 3|1 1 31|, —L;-1xL,
0 0—6]L,—Z5L, 001

13

00

Le systeme ne peut avoir de solution, la derniére équation n’étant jamais vé-
rifiée. Lensemble des solutions est[# = @|. Le systéme est incompatible.
(Interprétation géométrique) les droites D, : 2x+6y =2etD, :3x+9y =
—3 sont paralleles : elles n'ont aucun point commun.

y

\\\\\\;
T~

x-y=-3

3. (n=p=2etr =1:cascompatible) On considere { . On peut

X+y=5
ensuite échelonner la matrice augmentée :

2 6]2\L-1L, 1 3|1

3 9(3 3 93] L,m1,-3x1,
1 3]1

000

Lensemble des solutions est‘éﬂ ={1-3y,y) | yEeR} ‘ C’estI’ensemble des co-
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ordonnées des points d'une droite. En écrivant x = 1 — 3y, on a exprimé une 1 1 11
des inconnues en fonction de l'autre. 21 -1 1101 1 2 2 9o 0
(Interprétation géométrique) lesdroitesD, :2x+6y =2etD,:3x+9y =3 -2 -l -1 1 2 1|-1|LLy+1xL,
sont confondues. Tous les points de D, ont des coordonnées vérifiant les deux 0 11 0j-1 0 1 1 0|-1
équations a la fois. Il y en a une infinité. 1 1 1 1 1 1
1 - -= =[0 1 - —= =| 0 |u—1-ix,
2 2 2 2 22
2y 3 3 3 2
0= = Z|-1|u—1i 01 1 1|-=
2 2 2 2 3
i 01 1 0]-1 01 1 0f-1)15-15-1x1,
10-1 0| = 10-10| -
T T T T T T X 3 3
2 2
] D, 2, 01 1 1)|-3 01 1 1|=2 |ttty
D, . <o 1 1
2.3I+9J/Q3 00 0 -1 -3 Ly—Zpls 00 0 1 3
1
10-10|-
3
01 1 0f-1
1
00 0 1| =
3
. 1 1 . s .
On obtient alors t = g,y =-1+2z,x= 3 + z, la variable z étant une inconnue
1 1
auxiliaire. Lensemble des solutions est donc|.& = {(g +z,z2-1,z, 5) ’ zZ€ R} .
n APPLICATION AU PROBLEME D'INVERSIBILITE MATRICIELLE
Exemple 12 (Trois inconnues) Résoudre le systeme
2x+y— z+1t=0
Y Généralités
(S) -x+y+2z+t=-1.
y+ z =-1

Nous avons pour le moment assez peu parlé du rang, hormis I'application au comp-
tage du nombre d’inconnues principales. Il va aussi nous permettre de savoir si une

o’ On considere la matrice augmentée, que l'on peut ensuite échelonner. . .
matrice inversible.
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Nous allons également voir en quoi I’échelonnement réduit d’'une matrice nous per-
mettra de calculer I'inverse d'une matrice. Commencons par une propriété de carac-
térisation de I'inversibilité.

— Proposition 4 | Lien entre inversibilité et systeme de CRAMER
Soit A € M, , (K) une matrice carrée. Alors :

(i) Aestinversible < (ii) VBe,,;(K), AX =B estde CRAMER
< (ii) RgA=n

< (iii) 1'échelonnée réduite de A estI,,.

Preuve Commencons par (i) < (i).

A déja été montré : 'unique solution est X = A™'B donc le sytéme est bien de
CRAMER.

Supposons que AX = B est de CRAMER pour tout second membre. Alors choi-
sissons plusieurs vecteurs pour B :

ViE[[l, l’lﬂy H!XiEDﬁn’l(K),AXi:

Alors posons B = | X, X, |, et montrons que AB =I,, ce qui prouvera 'inver- 0
sibilit¢t de A.On a:
AB=Ax| X, X, |=1 AX, AX, |=| B, B, |=1,.

Donc A est inversible et A™! = B.

Montrons une partie de (i) < (iii).

Sil’échelonnée réduite de A estI,,, alors il existe E inversible telle que EA = 1,,.
Donc A est inversible.

Admis.

Nous admettons le reste.
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m Méthodes de calcul

Soit A € M, , (K) une matrice donnée, dont on cherche la matrice inverse. On se fixe
une telle matrice dans toute cette section.

METHODE DU MIROIR.  Rappelons que la méthode du pivot conduit a une matrice E x A
avec E = E; x --- x Ey inversible qui est un produit de matrices d’opérations élémen-
taires, N un entier. Rappelons que A =I,,A. Or,

A=1A N , .
" Q apres méthode du pivot
(Eyx--xE)A =  (E;x--xE)I, A
échelonnée réduite de A I,, aprés opérations élémentaires > si l'échelonnée réduite est I,
I,=(EL,) x A.

La derniere assertion prouve exactement que A est inversible d’inverse EI,,! Mais
quelle est donc cette matrice EI,, ? C’est simplement la matrice identité a laquelle on
a fait subir les mémes opérations élémentaires qu’a A jusqu’a obtenir I'identité.

Cela nous conduit a la méthode ci-apres appelée communément « méthode du mi-
roir» puisqu’'on réplique sur I, les opérations faites sur les lignes® de A. Nous avons
déjarencontré une facon de présenter des opérations élémentaires sur deux matrices
ala fois : les matrices augmentées.

Méthode Inverse par « échelonnement miroir» sur l'identité

Pour savoir si A est inversible et calculer son inverse.
1. Commencer par écrire la matrice augmentée de I'identité de méme taille.

A

2. Déterminer I'échelonnée réduite de la matrice augmentée en appliquant l'al-
gorithme du pivot matriciel. On fait donc subir au bloc1,, les mémes opérations

2En partant de A = AI,, puis en effectuant que des opérations sur les colonnes, on peut aussi déduire
un inverse a droite (donc un inverse) de A, cela fonctionne aussi. Mais mieux vaut peut-étre oublier
cette remarque et garder en téte que I'on ne peut faire que des opérations sur les lignes.
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0 quaA. -17 3 5

3. Sil’échelonnée réduite du bloc de gauche est I,,, la matrice A est alors inver- On montrera que A~ = 7 -1 =2
sible, et I'inverse se lit dans le bloc de droite. 9 —_1 —_1
2 2
7

113
Exemple 13 Calculonslinversede A=|[2 1 0.
111

Matrice augmentée ‘ Opérations

L1 i L L

016/2 -1 0 3 L -’-“‘L .

001(1/2 0 -1/2 3 3
(10-3/[-1 1 o\ S

01 62 -1 0 | L, —L,-L,

00 1[1/2 0 —-1/2 |
(10012 1 =32y o _ L3L 777777777

010[-1 -1 3 | Ll(_L1+6L3

001[1/2 0 —-1/2 | 2" 27008 ) ) .
——————————————————————————————————————————————————————————— METHODE PAR RESOLUTION D'UN SYSTEME. Cette méthode est légérement plus rapide

o 1/2 1 -3/2 lorsqu’'une matrice contient beaucoup de zéros. L'idée est la suivante, et basée sur
Onadonc|A™ = _/1 -1 3/ i l'assertion (ii) de la proposition donnée en début de section.
1/2 0 -1/2

Q Méthode Inverse par résolution d’un systéme

Pour savoir si A est inversible et calculer son inverse.

12 2 1. Résoudre le systtme AX =YenX € M, ; (K) pourY e M, ; (K).
Exemple 14 Calculons I'inversede A =|1 3 -2| parla méme méthode. 2. S’iladmet une unique solution quelque soit Y, alors A est inversible. Et de plus,
35 8 on déterminer les coefficients de A™! en identifiant dans I'égalité X = A™'Y.
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0001 — Définition 11| Eléments propres d’une matrice carrée
) 1000 ) ) ) ) Soit A € M, , (K) une matrice.
Exemple 15 Lamatrice A = 010 ol inversible, préciser son inverse. »  On appelle valeur propre de A tout scalaire A € K tel que :
0010 . . .
A — AI, ne soit pas inversible.
¢
»'

On note Spec(A) I'ensemble des valeurs propres éventuellement complexes.
»  Soit A € SpecA. Alors on appelle espace propre associé a la valeur propre A,
I'ensemble des vecteurs X € 91, ; (K) vérifiant :

(A—AL)X=0,,.

On note E, (A) I'ensemble des vecteurs propres associés a la valeurs propre
A € SpecA.
Déterminer les éléments propres d’'une matrice consiste a déterminer les valeurs
propres et les vecteurs propres de ladite matrice.

Remarque 4 Notonsque sionrésolvait (A—AI,)X = 0enXavecA—Al, inversible,
alors on aurait nécessairement X = 0, ; comme unique solution.

Proposition 5| Caractérisation
Soit A € M, , (K) une matrice. Alors :

A € Spec(A) < Rg(A-Al,) <n.

Preuve On a, pour toute matrice B € I, , (K),

B inversible <= Rg(B) = n.

n APPLICATION AU CALCUL DES ELEMENTS PROPRES D'UNE MATRICE
Donc pour A € K,

Lo A - I, noninversible < Rg(A-Al,) < n.
Geénéralités

En fait les deux questions se traitent de la méme maniere :

Pour le moment on ne se préoccupe pas de I'utilité de la définition suivante, elle sera

largement étudiée en 2éme année. On ne travaillera dans cette section qu'avec des »  pour savoir si une matrice est inversible, traditionnellement on I'échelonne.
matrices carrées. »  Pour résoudre un sytéme linéaire, on échelonne la matrice associée.
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Calculs pratiques

Dans toute cette section, on se fixe une matrice A € 9, ,, (K).

Il s’agit donc d’appliquer I'algorithme du pivot a la matrice A—Al,, pour A € K. Puisque
le systéme associé a un vecteur propre est homogene, il n'est pas utile de travailler ~CALCULS POUR LE FORMAT 3 x 3.
avec des matrices augmentées, on échelonne simplement la matrice A — AI,,. Du fait

de la présence d’'un parametre A, il est nécessaire d’étre précautionneux sur les opé- 6
rations réalisées. Il est conseillé de suivre celles ci-dessous.

Méthode Opérations pour la recherche d’éléments propres (format 3 x 3)

> Si le coefficient (3, 1) n’est pas nul :
1. opération optimale a effectuer en premier pour des matrices de taille

Dans la pratique, ces calculs seront toujours menés avec des matrices de petite 3 x 3 est la permutation

taille. encal,, — L; qui permettra d’'obtenir un coefficient indépendant de
A en position (1,1). On élimine alors avec celui-ci les coefficients
2,1),@3,1).

CALCULS POUR LE FORMAT 2 x 2. 2. Ensuite, en position (2,2), nous avons un coefficient affine en A et que

I'on souhaite utiliser en nouveau pivot afin d’éliminer le coefficient (3, 2).

Méthode Opérations pour la recherche d’éléments propres (format 2 x 2) e ; o ) ]
0 . Pour éliminer A en (2,2), on peut faire une opération simple en fonction

Si le coefficient (2,1) est nul : la matrice A — AL, est triangulaire, donc c’est de Ly
terminé. sogi 14 ATimi
3. Un pivotindépendant de A est alors obtenu en (2, 2), on peut alors élimi-
»  Sinon, on fait la permutation qui permettra d’obtenir un coeffi- ner le coefficient (3, 2)
cient indépendant de A en position (1,1). On élimine alors avec celui-ci le »  Sile coefficient (3,1) est nul :
coefficient (2, 1). La matrice A — Al, est alors elle aussi échelonnée. 1. on fait la permutation qui permettra d'obtenir un coefficient
indépendant de A en position (1,1). On élimine alors avec celui-ci le co-
2 2 i
Exemple 16 Trouver les éléments propres de A = . efﬁmer'lt.(s, D. L . .
13 2. En positions (2, 2), nous avons un coefficient indépendant de A qui sert a
V4 éliminer le coefficient (3, 2).

Exemple 17 Déterminer les éléments propres des matrices ci-dessous.

-2 -2 1
1. A=|-2 1 =2|.On montrera queSpecA = {-3,3}.
1 -2 -2
’l
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Chapitre ALG8. Echelonnement matriciel & Systémes linéaires

11 -5 5
2. B=|-5 3 -3|. On montrera queSpecB = {0, 1, 16}.
5 -3 3
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s’ Soit\ € K, on cherche \ de sorte que A — N1, soit non inversible.

11-A -5 5

A-Ay=[ -5 3-A -3
5 -3 3-A
L, —1L;
5 -3 3-A
~ -5 3-A -3
11-A -5 5 L,—L,+L,,
5 -3 3-A L3 < 5Ls — (11 =ML,
~lo  =A Y
“lo —3r+8 -A2+14r-38
L, —3L,—Ls
5 -3 3-A
~ 0 -8 A2 —170+8
0 —3A+8 —A2+14A-8 N
L, — —8L;—(-3A+8)L
5 -3  3-A ¥ s 2
~ 0 -8 A2-171+8],
0 0 P(\)

avecP(\) = —8(—A? + 14\ — 8) — (—3A + 8)(A% — 17X + 8). Cest un polynéme de
degré trois, de coefficient dominant 3, de racines évidentes 0, 1, et il existe A tel
que

P=3XX-1)X-Ay),
on obtient en évaluant par exempleenX = -1 :
—2(Ag+1) = 34,

soit Ay = 16. On conclut alors que SpecB = {0, 1, 16}.
> Pour A =0, la matrice associée au systéme est la suivante, dont on cherche
l'échelonnée réduite.

BCPST1 € 2022 / 2023 21
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(5 -3 3)L1<—éL1 1 _g g

0 -88 0 -8 8L 4L,
3 3

1 —= = |pn+dx, 100
5 5 01 -1

01 -1

donc(%) € Ey(B) < x =0,y = z. Lensemble des vecteurs propres associés

a0 estdonc|Ey(B) = {(%) ’yER}.

Pour A = 1, la matrice associée au systeme est la suivante, dont on cherche
Uéchelonnée réduite.

2
(5 -3 Z)leéLl 1 _g -
0 -8 -8 0 -8 —8JL,— 4L,
3 2
1 ——= —|L—L+dxi, 101
53 011
0 1 1
donc (z) € E,(B) < x = —z,y = —z. Lensemble des vecteurs propres

associés a 16 est donc|E,(B) = {(:Zﬁ) zZ€ R}.

Pour\ = 16, la matrice associée au systeme est la suivante, dont on cherche
Uéchelonnée réduite.

3 13
(5 -3 —13)L1<—éL] 1 =
0 -8 -8 0 -8 -8 )i, L1,
3 13
1 —= —— | —L+¥x1, 10 -2
5 O 01 1
0 1 1
donc (z) € E;4(B) < x =2z,y = —z. Lensemble des vecteurs propres

associés a 16 est donc|E4(B) = {(E:z)

ZER}.

* % % Fin du chapitre * % x
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n EXERCICES
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Chapitre ALG8. Echelonnement matriciel & Systémes linéaires
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Chapitre ALGY. Polynomes

Chapitre ALG9.

Polynomes

Résumé & Plan
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Chapitre ALG10. Espaces vectoriels

Chapitre ALG10.

Espaces vectoriels

Résumeé & Plan

Nous allons regrouper au sein de la terminologie « espace-vectoriel» tous les en-
sembles qui sont stables lorsque 'on exerce des combinaisons linéaires. Nous
allons ensuite développer des résultats généraux sur ces ensembles, qui se trans-
mettront alors automatiquement a tous les exemples. Vous connaissez déja de
telles ensembles : les vecteurs de la géométrie depuis le college, les fonctions, les
polyndmes, les suites ou encore les matrices.
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Chapitre ALG11. Applications linéaires & Représentation matricielle

Chapitre ALG11.

Applications linéaires & Représentation matricielle

Résumeé & Plan
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

Chapitre ANA12.

Fonctions. Calculs de limites & deérivées.

Résumeé & Plan 3 Calculs de dérivées 158
Lobjectif de ce chapitre est la présentation de généralités sur les fonctions, déja
évoquées dans les classes de lycée (déﬁnition, monotonie, parité, etc_)_ Ensuite, 3.1 Nombre dérivé, fonction dérivable ............ccoiiiiiiiiiiiennn... 158
nous nous intéresserons aux principales fonctions usuelles a connaitre. L'étude
de la continuité ou dérivabilité de fonctions n'est pas l'objet de ce chapitre, mais ~ 3-2 ~ Calculsdedérivées ..o 160
plutdt des Chapters ANA15 et ANA16 qui seront vus plus tard dans 'année. ) )
3.3 Lien avec lamonotonie ..........c..oueiiniiiiiiiiieniiiii .. 164
1 Généralités 144 34 Application aux calculs de limites ... 165
1.1 Définitions, opérationsde base .........oviiiiiiiiiiiiiiiiiieii 144 4 Fonctions usuelles 166
o . 4.1 Fonctions polynomiales ...........c.ccviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiirennnnn., 166
1.2 Propriétés surles fonctions ...........coouiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie.. 148
4.2 Fonction MmonOmMe iNVEISE .......uuetteriinetrenniieenanneeenannns 167
1.3 Sens de variation ............oiiiiiii i e 149
4.3 Fonction racine Carrée .............oviutiiniennennennnenneenneenns 168
1.4 D2 7 151
4.4 Fonctions exponentielles, logarithme et puissances .................... 168
2 Calculs de limites 152 .
4.5 Fonction valeurabsolue ......... ...t 172
2.1 (@735 =1 1 1 AP 152 4.6 FONCHON PATtie EIHETE .. ..ttt e et et e e e e e e 172
2.2 Opérations surles limites ........cceeeiiiiiieiniiiieernniieeennnnnns 156 4.7 Fonctions Circulaires ........ouueeieniieereiiieerenieeernnnneeennns 173
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5 Exercices

5.1 SOIUtIONS AES EXEICICES « v vt tttet ittt iiiie e eriineneeennns

Le terme de fonction a été introduit par le mathématicien
allemand Gottfried Wilhelm LEIBN1Z en 1673 dans un
manuscrit inédit « La Méthode inverse des tangentes ou d
propos des fonctions».

— Le saviez-vous ?

Jeune, en mathématiques, on ne comprend pas les choses,
on s’y habitue.

—J. vON NEUMANN

Remarque 1 Tous les exemples de ce chapitre font appel aux fonctions usuelles
vues au lycée. En cas de besoin, vous pouvez consulter par anticipation la der-
niere Section 4.

“ GENERALITES

n Définitions, opérations de base

— Définition 1| Fonction entre deux ensembles
Soient E, F deux ensembles.

»  Une fonction deE dansF est un processus qui associe a chaque élément x de
E au plus un élément y de F (donc soit 0, soit 1). On dit que E est |'ensemble
de départ de f et que F est 'ensemble d’arrivée de f.
Lorsque E c R,F c R, ondit que f : E — F est une fonction numérique.
On appelle ensemble de définition de la fonction f : E — F I'ensemble noté
9; < E pour lequel f associe une image, c'est-a-dire :

Py ={x€E|IFeF,y=f}

BCPST1 € 2022 / 2023

Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

Lorsque &y = E, c'est-a-dire lorsque l'on peut associer a tout élément de E
un élément dans F, alors on dit que f est une application.

Remarque 2

» Ladifférence entre les fonctions et les applications est ténue, on ne vous en
voudra pas de confondre les deux.
Les applications seront plus généralement étudiées dans le Chapter ALG6.
Sif:E — F, alors f est aussi une fonction de @f dans F (dans ce cas, elle
associe un élément a tous ceux de 'ensemble de départ). Dans a pratique,
écrira plutot

f:9;—F, plutotquef:E—F.

Par exemple, privilégier

R*

X +—

e

f

, plutoétque f 5_>

—

sI— =

®i— =

Cadre

Dans toute la suite, nous ne considererons que des fonctions numériques,
méme lorsque cela n’est pas précisé.

— Définition 2 | Image d’un élément, Image d’'une fonction
Soit f : 9y — R une fonction.

» Soitx € Yrety € Rtelque y = f(x). On dit que y est limage de x par f et
que x est un antécédent dey par f.
»  Onappelle image de f 'ensemble f(2;) défini par :

flog)={frw | xe 2.

C’est donc I'ensemble des images des €léments de ;.
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— Définition 3 | Graphe
Soit f : 9y — R, on appelle graphe de f ou courbe représentative de f le sous

ensemble noté €, de R? défini par :

TERCHIEINETTNS

DemmﬁﬂeépmabmaonammrudneRa

(x,y) €6 = y=[(x).

Y

fx)

>_% TRACES DE GRAPHES DE FONCTIONS EN PYTHON. Les tracés de courbe en Python se
font toujours par discrétisation : on relie un nuage de points construit a 'aide de Py-
thon, avec un espacement suffisamment petit. Consulter le TP associé pour plus de
détails.

W/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux

Représentation de la fonction sinus entre -4 et 4

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

Représentation des fonctions sinus et cosinus entre -4 et 4

np.linspace(-4, 4, 1000) #Maillage de

1000 points de 1'intervalle [-4,4]
np.sin(X) #Fonction sin appliquée
coordonnée par coordonnée

.plot(X, Y)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

X =

plt.
plt.

np.linspace(-4, 4, 1000) #Maillage de

1000 points de 1'intervalle [-4,4]
np.sin(X) #Fonction sin appliquée
coordonnée par coordonnée
np.cos(X) #Fonction cos appliquée
coordonnée par coordonnée

plot(X, Y)

plot(X, Z)

W7
\ /
¥

\ /

o
4 B Y
y

/ \

i

A \
AN

Représentation des fonctions sinus et cosinus entre -4 et 4 (en grille)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
np.linspace(-4, 4, 1000) #maillage de 1000 points de

X =

l'intervalle [-4,4]
np.sin(X)

np.cos(X) #Fonction appliquée coordonnée par coordonnée

emplacement pour sin
plot(X, Y)
title('graphe de sin')

.subplot(121) #grille de graphes de format 2 L x 1 C, ler
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plt.subplot(122) #grille de graphes de format 2 L x 1 C, 2eme
—~ emplacement pour cos

plt.plot(X, Z)

plt.title('graphe de cos')

graphe de sin graphe de cos

1.00 - 100 -

0.00 - 0.00 -
050 - -050 -

100 - -100 -

—4 -2 0 2 4 —4 =2 0 2

Dans les tracés précédents, on peut se passer de la commande linspace et uti-
liser des boucles classiques ou listes par compréhension. Nous en ferons des
exemples en TP d’'Informatique.

Attention

On prendre garde a ne pas confondre f et f(x), qui sont des objets de natures tres
différentes.

e Attention

Quand on définit une fonction réelle a valeurs réelles on doit donner son en-

Nécessité de préciser 'ensemble de définition

3x+2
semble de définition. On n’écrit pas «Soit f(x) = P mais :
R\ {1} — R

4 « SOitf 3x+2 »

)

x—1
»  ouencore «Soit la fonction f définie sur R\ {1} par: VxeR\{1l}, f(x)=
3x+2

2
x-—1

Do

BCPST1 € 2022 / 2023
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Exemple 1
1. Soit f : x € R — x?. Préciser son ensemble de définition Dy, [ (D), et le(s)
antécédent(s) de 2.

7

1
2. Soit f : x € R — —. Préciser son ensemble de définition &y, f (), et le(s)
x

antécédent(s) de 2.

4

1
3. Soitf:xeR— PR Préciser son ensemble de définition 2, f(Zy).

Maintenant que I'on connait «I'objet fonction», on peut essayer de réaliser des opé-
rations sur elles, on en définit alors plusieurs autres.

/M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux



Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

— Définition 4 | Opérations
Soient f : 2y — R, g : 9, — R deux fonctions, et A € R. On définit les fonctions

1
)\f,f+g,fxget];par:

D, —> R
’ f
My — Axfw)
2N, — R
» rE
(Somme) f +g‘ x — f)+gx)
» (Produit) fxg 2% — y

x — f(x) x g(x)

x€Zp|fx)#0; — R
]10 { . / 1 si{rezp|fw #0} £ 0.
f)

» (Inverse)

Pour chacune des fonctions précédentes, on réalise 'opération «image par image»,
puisque «x par x» nous savons multiplier, additionner ... des nombres réels. Nous al-
lons voir maintenant une opération un peu plus singuliere. Par exemple, considérons

la fonction 4 : x € R — x*. On peut la voir comme

» leproduitde f: x € R— x? avec elle-méme, i.e. h = f x f, puisque x* = x*.x

pour tout x € R,
4 mais aussi comme I'élévation au carré deux fois de suite, i.e. :

h:x e R— f(f(x) = f(x*) = (x*)2.
On note i = f o f et on parle de «composée de f par f ».

Plus généralement, nous avons la définition suivante.

Définition 5| Composition
Soient f : 9y — R, g : 9, — R. Alors si f(9;) € Z,, on définit la composée de f

par g notée g o f par:

D — R

g°f x — gfx).

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

1 .
x — —, et]'écrire
X

Exemple 2 Déterminer 'ensemble de définitionde h: x —

comme une composée.

4

Attention

Ilest trés important de vérifier la condition f (%) < 9, elle garantit que pour tout
x € 9y, f(x) est bien dans le domaine de définition de g et donc que l'on peut lui

appliquer g.

Remarque 3 On peut aussi omettre dans la définition la condition f(2y) < 9,,
et indiquer en ensemble de départ (a supposer non vide)de g o f :

QZgof: {xER|x€@f, fx) E@g}.

On représente souvent les composées avec des diagrammes comme ci-apres.

g°f

TN

o~ f@pc2, —45 R
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n Propriétés sur les fonctions

La plupart des fonctions usuelles apparaissant dans les prochains exemples sont

connues depuis le lycée, mais elles seront revues en fin de chapitre.

Définition 6 | Périodicité

Soit f : 9y — Retsoit T € R**. La fonction f est dite périodique de période T ou
T-périodique si :

4 Vxe@f, x+TeD, > Vxe@f, fx+T) =f(x).

Remarque 4 Par récurrence évidente, on montre qu’alors :
VxeRVneZ, f(x+nT)=f(x).

Cela permet de réduire le domaine d’étude d'une fonction a @f N [0, T], I'inter-
valle [0, T] pouvant étre remplacé par n'importe quel autre intervalle de longueur

T. Par exemple, si la fonction posséde une parité (voir ci-apres), il vaut mieux
choisir

e Attention

On ne dit pas «la» période mais une période. En effet, si T convient dans la défi-
nition précédente, c’est le cas aussi de 2T, 3T etc..

Géométriquement, cela signifie que dans le plan muni d'un repeére (0, ?,]), son graphe

est invariant par la translation de vecteur Ti.

Q Attention

Si f est T-périodique alors elle est également 2T-périodique, 3T-périodique, etc.
Plus précisément, pour tout n € N*, f est nT-périodique.

Non-unicité de la période

e

R
Exemple 3 Lafonction f +

arindi L. 27
— cos(3x) est périodique de période 3
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/\ (A

\/b I

T

~-

F1G. ANA12.1. : Graphe d'une fonction périodique

(4

; ; 2n
P Eneﬂfet,sszRonablenx+? €Ret

2n 21
f(x + ?) = Ccos (3 (x + ?)) = c0s(3x + 2m) = cos(3x) = f(x).

— Définition 7 | Parité & Imparité
Soit f: 9y — R.
»  Ondit que 2y est symétrique si:

Vx e @f’ —X € @f

La fonction f est dite pairesi:

4 Vx E@f, —X €@f 4

Vx €Dy, [f(=x)=fx).

La fonction f est dite impaire si :
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> Vxe%;, -xe% ¥ Vxe%y f(-x)=-f(x). ’

Géométrique, la parité et imparité s’'interpretent ainsi.

»  Sif est paire alors, dans le plan muni d'un repére (O, f,]‘), son graphe est inva-
riant par la symétrie d’axe (O, D).

»  Sif est paire alors, dans le plan muni d'un repere (O, g,}'), son graphe est inva-
riant par la symétrie centrale par rapport au point O.

Y Yy

Exemple 4

. R — R . .
1. Lafonction f ‘ X . est impaire.
R* —
2. Lafonction g

—

R
1 estimpaire.
x

e

3. Lafonction & ' . est paire.

— cos(x)

Ces différentes propriétés seront largement utilisées ultérieurement, notamment
dans I'étude de fonctions afin de réduire I'ensemble d’étude. Lorsqu’'une fonction
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est périodique I'étude sur une période suffira, lorsqu'une fonction est paire/impaire
I'étude sur R* suffira.

m Sens de variation

La notion de croissance ou décroissance est intuitivement claire, mais comment la
définir proprement? Pour f : R — R, on aurait envie de dire qu’elle est croissante
Si:

VxeR, VYh=0, fx+h)=f(x). ()

C’est-a-dire que la valeur de f en x + h est située au-dessus de celle en x. Aprés un
petit jeu de changement de nom de variable, on obtient la définition ci-aprés.

— Définition 8 | Monotonie
Soit f: 9y — R.
»  Ondit que f est constante sur Iy si

Y(x,y) €22, f(x)=f@).

»  Ondit que f est croissante (resp. strictement) sur 9y si

Y(x,y) € 25, = fO<fy»

X<y

(resp. V(x,)) €D, x<y = f(x)<f(y)).

»  Onditque f est décroissante (resp. strictement) sur 9y si

Y(x,y) €22, x<y = f@)=fQy)

(resp. YV(x,y) €22, x>y = fk) >f(y)).

»  Ondit que f est monotone (resp. strictement) sur 2 si f est croissante ou
décroissante (resp. strictement) sur ;.
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Remarque 5
»  On notera qu'une fonction strictement croissante (resp. strictement dé-

croissante) est croissante (resp. décroissante).
»  Une fonction croissante préserve les inégalités. Une fonction décroissante

préserve les inégalités.
»  Pour les fonctions strictement monotones, on peut remplacer le symbole

« => » par « <= » dans la définition.

FONCTION STRICTEMENT MONOTONE FONCTION NON STRICTEMENT MONOTONE
y

A
JOF--------- T
1 1 Exemple 5 En utilisant la définition, établir les monotonies ci-apres.
. R — . .
1. Lafonction f est strictement croissante.
1 x — 3x-5
¢
)
J&xX)p------
1 <€f
| / A’ | | E / ) V '
e Attention
Il faut bien connaitre la définition de fonction monotone, en plus de savoir I’éta-
blir avec la dérivée.
+ _ R
— Proposition 1| Opérations sur les fonctions monotones 2. Lafonctiong | =~ Vx est strictement décroissante.
Soient f,g: 9 — R Alors ’
» Sif,gontméme monotonie, f + g aussi. s
»  Sif est monotone, alors pour tout A € R, Af est:
— monotone de méme monotonie que f si A =0,
— etde monotonie inversée a f si A < 0.
Preuve
[ 4
8 /M/ Lycée Michel MONTAIGNE — Bordeaux
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— Définition 9

R Soit f: 2 — R.
3. La fonction h x| est croissante mais n'est pas strictement crois- »  Onditque f est majorée sur 2, sil’ensemble { fx), xe @f} est majoré, c’est-
sante.L'étude compléte de la partie entiere sera faite dans la Section 4. a-dire si:
4 IM €R, Vxe@f, flx)sM.

»  Onditque f est minorée sur Z; sil'ensemble { fx), xe ,@f} est minoré, c’est-
a-dire si:

dmeR, Vxe@f, fx)=m.

»  Ondit que f est bornée sur &y sil'ensemble { fx), xe€ @f} est borné ou en-
core que f est majorée et minorée, c’est-a-dire si:

Am,M) eR?, VxeP;, m<f(x)<M.

— Proposition 2 | Caractérisation de la bornitude a 'aide de la valeur absolue —
Soit f : 9y — R. Alors

[ estbornée sur @y < |f| est majorée sur 2y
<~ JdR=0, Vx E@f, If (x)| <R.

Nous reverrons plus tard dans le chapitre un moyen plus efficace de prouver que des
fonctions sont monotones que la définition.

Dans la pratique, privilégiez dans la mesure du possible cette écriture avec des va-
leurs absolues, qui est plus économique : elle nécessite I'introduction que d'une seule
constante, et se manipule facilement avec des propriétés comme 'inégalité triangu-
laire.

Preuve

4

Extrema
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— Définition 10 | Extrema global
Soit Z; un intervalle non-vide de R et soit f une fonction de 2y dans R.

»  Ondit que f admet un maximum global en x, si x, € D, et :

Vx €Dy,  [f(x) < fxg).

On dit alors que f (x,) est le maximum de f sur Z;.
»  Ondit que f admet un minimum global en x, si x, € D, et:

VxeDy, [fx)=f(x)

On dit alors que f(x,) est le minimum de f sur ;.
»  On dit que f admet un extremum global en x, si f admet un maximum ou
un minimum global en x,,.

Nous avons vu que tout 'enjeu des études de variations est le calcul de la dérivée.
On regarde donc les différentes formules permettant de faire cela dans la prochaine
section.

n CALCULS DE LIMITES

Nous voyons dans cette section la définition de la limite et les régles d’opérations
classiques afin de pouvoir effectuer des calculs. Les propriétés complémentaires plus
générales (théoremes d’encadrement, convergence monotone, etc.) seront vus plus
tard dans 'année, dans le Chapter ANA15.

m Généralités

Cadre
Dans cette section, I désignera toujours un intervalle de R non vide et non
réduit a un point.
Par ailleurs, on note R=RuU {+o0}.

BCPST1 € 2022 / 2023
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— Définition 11| Adhérence d’'un ensemble
Soit I est un intervalle, on dit qu'un réel x € R est adhérent a Isi:

VYe>0, lx—gx+elnl+e,

alors on appelle adhérence de 1 'ensemble des réels adhérents a I. On le note en
général I.

Ce sont donc des points «tres proches» de I, mais pas forcément dedans.

5
Exemple 6 2 estadhérenta [1,2], alors que > ne l'est pas.

Remarque 6 SiI est un intervalle, alorsI est l'intervalle obtenu en adjoignant a I
sa borne supérieure et sa borne inférieure. De maniere plus explicite, pour a < b
deux réels éventuellement tels que a = —0o, b =00:

| I
la, b] la, b]
la, b] la, b]
la, bl la, b]
la, bl la, b]
[a, +oo[ [a, +oo
la, +oo| [a, +oo]
] — o0, b] ] — o0, b]
] —o0,b[ ] — o0, b]
] —o00,+00[ | ] =00, +00]

Passons a présent a une définition rigoureuse de la limite. Dans la pratique nous ne
I'utiliserons jamais, il est surtout important de comprendre I'idée pour pouvoir effec-
tuer des calculs’

'donc essentiellement les phrases apres les «c’est-a-dire» dans la définition ci-aprées
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

4

— Définition 12 | Limite en un point adhérent
Soient a € I, £ € RU {+oo} et une application f définie sur I ou sur I\ {a}. On note:

fx) == ¢ si:
Ve>0,3dn, >0,(Vxel, |x—al)<n, = |f(x)-¥|<e,

c'est-a-dire: «f(x) est aussi proche que 'on veut de ¢, pourvu que x soit
assez proche de a».

fx) = +(-)oo si:

VAeR, I, >0,(Vxel, |x—al<n,) = fx)>(<A.

cest-a-dire: «f(x) estaussi grand que 'on veut (resp. petit), pourvu que x
soit assez proche de a».
f(X) il(*)"_o, Y4 Si:

Ve>0,IB, R, (Vxel, x> (<)By) = |f(x)-¢|<E¢,
cest-a-dire: «f(x) est aussi proche que I'on veut de ¢, pourvu que x soit
assez grand (resp. petit) ».

o) 0% (oo si

VAER,IB, €R,(Vxel, x> (<)By) = f(x)> (A,

c'est-a-dire: «f(x) estaussi grand (resp. petit) que 'on veut, pourvu que x
soit assez grand (resp. petit) ».

— Définition 13 | Limite d’'une fonction
Soient a € T et £ € R tels que f(x) —— ¢. On dit que £ est la limite de f en a, ce

que 'on note :

l= )lCiLnaf (x) ou, plus simplement, ¢ = li{ln f.

Attention

8 Une fonction peut ne pas avoir de limite, nous verrons des exemples plus tard
dans I'année.

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

"

(a) Limite finie en un point fini (b) Limite infinie en un point fini

F1c. ANA12.2. : Deux illustrations de la définition de la limite

Remarque 7 Parfois on trouve dans la littérature les mémes définitions qu’au-
dessus mais avec «x € I\ {a}» au lieu de «x € I». On parle de limite épointée.
Les différences entre ces deux notions sont minimes, mais quelques propriétés
different.

Remarque 8 (Pourquoila notion de limite?)
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

LA LIMITE EN a EST LA VALEUR EN a LA VALEUR EN a N’EXISTE PAS Exemple 8 Montrer al'aide de la définition que lim x2=1.
" Y x—1
”
7 fla)s
|
r |
:
} } } >
a X

La notion de limite en a est peu utile La notion de limite est typiquement la
ici, puisqu’elle est égale ala valeur en a pour mettre des mots sur ce type de
de la fonction. Nous verrons méme comportement, et I'étudier.
plus tard dans 'année que c’est le cas
des que la fonction est définie en a.

LIMITE A DROITE OU A GAUCHE. Une limite peut étre caractérisée par une convergence
a droite et a gauche, cela signifie que x se «rapproche par la droite ou la gauche» du
point a, on ne s'intéresse donc pas a 'autre coté.

Traitons deux exemples, rien que deux, a I'aide de la définition.

1
Exemple 7 Montrer a l'aide de la définition que lim — =0.
X

’ X Définition 14 | Limite a droite/gauche
2 Soientf :1— R,aeInRet? €R.On pose I, =1In]a,+oo, et on suppose que
I, #@.

On dit que f admet ¢ pour limite a droite en a si la restriction de f a I, admet ¢
pour limite en a, on définit de méme la notion de limite a gauche en a.

Notation

On note alors lim f(x) lalimite a droite, et lim f(x) la limite a gauche.
x—a* x—a~

Voici la proposition faisant le lien entre les trois notions de limites.

Proposition 3 | Lien limite et limite a droite / gauche
(Soientf :I— R, aestadhérentaln]-oo,aletln]a,+ool.

BCPST1 @ 2022 / 2023 12 /M/ Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux
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»  Sif estdéfinie en a, alors:

f admet une limite en a <
(i) fadmetune limite finie a droite et a gauche,
(i) lim f(x)= lim f(0) [=f(@)]
»  Sif n'estpas définie en a, alors:

f admet une limite en a <

{ (i) fadmet une limite finie a droite et & gauche,

(ii) xli_q}l_f(x) = lim f(x).

Preuve On montre seulement le premier cas, c’est-a-dire on suppose que f est
définie en a.

Supposons que lim f = ¢ € RU {+oo}. Nous avons déja montré que £ = f (a).
On obtient alors I'existence d'une limite a droite et a gauche par simple restriction
de la définition de la limite aIn]—oo,al etIn]a, +ool.

Si lim f(x) = lim f(x) = ¢ = f(a). Alors, cela signifie par définition de la
limite que pour tout € So:

In >0,vxel, a< x<a+n! = |fx)-{|<e,

In, >0,Vxel, a-n; < x<ni+a= |fx)-¥fl<e.
Des lors, posant 1, = min{n;,ns},ona:
Vxel, |x—al<n, = |f(x)-{l|<Ee.

Ce résultat va nous étre utile pour montrer que des fonctions n'admettent pas de li-
mites en un point.

Remarque 9 Pourquoi imposer 1'égalité a f(a) pour les limites a droite
et a gauche si f est définie en a? Observez simplement la figure ci-apres.

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

fla|----------- .

1
Exemple9 Lafonction x — — admetune limite a droite eta gauche en 0, égale
X

a +oo. Donc admet une limite en zéro qui vaut +oo.

R — R
Exemple 10 Notonsf | e" six=0, .Alors:
1-x six<O.

1 1
lim — = —oo, lim — = +oc0. La fonc-
. . x—0~ X x—0t X
Exemple 11 (Fonction inverse)

en zéro?

chiE,lof(x) =1.

1
tion x € R* — — admet-elle une limite __ - —

-
<

5
4
3
2
1
0
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m Opérations sur les limites

ADDITION, PRODUIT, MULTIPLICATION.

Soit a € R = RU {+o00}, c'est-a-dire a est soit un

nombre réel, soit +00) et soient f et g deux fonctions admettant toutes les deux une
limite en a. Dans toute la suite, ¢ et ¢’ désignent deux nombres réels. «FI» désigne
une indétermination du résultat de la limite indiqué dans le tableau (a traiter au cas
par cas). Chaque résultat présent dans chaque case du tableau peut étre démontré

en vérifiant la définition de la limite, nous I'admettrons.

LIMITEDE f + g

—00sil >0
+o0sil <0
—c0sil >0 fxy 0 +oosil >0
+o0sil' <0 —o0sil' <0
FI 0 0 FI
—00 +o0sif >0 FI +00
—00sil <0

BCPST1 @ 2022 / 2023
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0,

>

COMPOSITION.

LIMITEDE f/g

0
o ¢ .
—oco0sil' >0 7 0 +oosil' >0
+o0sil' <0 —o0sif' <0
+00 —0co0si¥l >0 FI —00
+o00si¥f <0
—00 +oosil >0 FI +00
—00sil <0
FI 0 0 FI

Pour retenir, mais sans 'écrire

Attention

On pourra retenir, mais sans jamais I'écrire sur une copie, que :

1 1
— =0, — =+o00,
00 0t
On pourra retenir, mais sans jamais I’écrire sur une copie, que les formes
indéterminées «FI» sont les suivantes :

(0,@)

oco—00, 0xo0, 6,

; .
Exemple 12 (Attention aux formes indéterminées!) Une forme indéterminée

est, comme son nom l'indique, indéterminée! Tout peut arriver :

X3 VX o ox*+2x x(2+cosx) .
lim — =+o0o0, lim ~—=0, lim —— =1, —— n'apas de limite.
X—00 x2 x—oo X x—o0  x2 X

On ajoute un nouveau résultat : celui sur les limites de fonctions com-

posées.
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

— Théoréme 1| Compositions de limites
Soient I et ] deux intervalles, f : 1 — R et g : ] — R deux applications avec

fhcJ,ael, beJetl e RU{+oo}. Alors:

f(x) x—a b,

{ (i)
(i) gy = ¢

X—a
l

= g(f(x)

Remarque 10 Cet énoncé confirme I'évidence : pour savoir vers quoi tend g o
f(x) = g(f(x)), onregarde déja vers quoi tend 'expression f (x) a'intérieur de la
parenthese puis on «applique g» a la limite trouvée, si elle existe.
Ce théoréeme est parfois aussi appelé «théoréeme du changement de variable
pour les limites» : on peut penser formellement que l'on pose «y = f(x) », avec
y — blorsque x — a.

Preuve Ecrivons la preuve dans le casouta € R, b € Ret £ € R (autres cas laissés
en exercice). Soit € > 0. Comme g (y) r=h ¢, alors il existe n’ > 0 tel que pour y €7 :

ly-bl<n = |lg(y)-¥l|<Ee.
Et comme f (x) = b, alors il existe ) > 0 tel que pour x € 1
lx—al<n = |f(x)-bl<n.

Ainsi, en combinant les deux (remplacer y par f(x) dans la premiére assertion), on
obtient que pour x € I :

lx—al<n = Ig(f(x))—¢| <e, doulaconclusion.

1
X — — aux bornes de son ensemble

Exemple13 Déterminer les limites de x —
X

de définition.

4
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CROISSANCES COMPAREES. 1l existe des méthodes afin de parfois lever des formes indé-
terminées sur les limites. Une des plus importantes est I'utilisation d’'un résultat sur
les «croissances comparées». Dans cet énoncé apparaissent des puissances réelles,
nous (re)verrons cela dans la Section 4 sur les fonctions usuelles.”

— Théoréme 2 | Croissances comparées
Soient a, b et ¢ des réels strictement positifs.

» (En+oc0)

a b a
(In(x)) ~0, lim x_x:Oy lim (In(x)) —0

x—o00 @€ xX—00

lim

x—oo xb ecx

» (En0")
lin}) +xb(ln(x))“ =0.
» (En-oc0)

lim xPe®* =o0.

X—>—00

Comment retenir ce théoreme?

V)

Résumé Idée des croissances comparées

On se souviendra que :
»  l'exponentielle diverge beaucoup plus vite en +oo que toute puissance de x,
qui elle-méme diverge plus vite que toute puissance de logarithme. Ce que

ZMais cela n'empéche pas la compréhension de I’énoncé, on peut méme considérer pour le moment
les puissances comme entiéeres positives.

15 BCPST1 @ 2022 / 2023



Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

O I'on peut noter : . ¥ —Inx
5. im ———.
u b ox x—+o0 xZ +1lnx
(Inx)* < x” < e“*. p)
+00 +00 V)

»  Toute puissance de x 'emporte en zéro sur toute puissance de logarithme :
xP(Inx)* < 1.
»  Lexponentielle tend tres vite vers 0 en —oo et 'emporte sur toutes les puis-

sances de x :

xP «< e,

—00

n CALCULS DE DERIVEES

Exemple 14 Déterminer les limites ci-apres.

lim In(x) 2. lim In(x) Lobjectif de cette section est de rappeler la définition du nombre dérivé, de fonction
=0\ /x x—oo  /x dérivable, les principales formules a connaitre pour dériver une fonction et de savoir
4 4 en déduire la monotonie. Les «grands théorémes» sur les fonctions dérivables seront
vus plus tard dans I'année, dans le Chapter ANA16.
Nombre dérivé, fonction dérivable
e3* _lnx Une application principale de la dérivation sera pour nous l'obtention de la monoto-
. 2 . 14 . . . . N
3. lim (xe*-x%), 4 lm-——7?w, nie. Considérons f : I — R une fonction. Soit x, € R. Comment savoir si f croit apres
x—00 x—0 x*+Inx . .
g S X, 2 Observons la corde reliant les points (x,, f (x,)) et (x, f (x)) pour x > x,.
»  Sur la corde bleue (a droite), on observe un coefficient directeur positif, alors
que la courbe décroit juste apres x,,.
»  Cela montre qu’il faut bien faire «se rapprocher x de x,» pour que le signe du
coefficient directeur de la corde donne la monotonie localement autour de x,.
Vous voyez 'objet mathématique qui répond a cette problématique : la limite
quand x tend vers Xx,,.
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Yy de f entre les points d’abscisses x, et x. Lorsque f est dérivable en x,, le
nombre f’(x,) s'interprete alors comme la «pente limite» de ces cordes.
fx)t----
Remarque 12 (Version «x,+ h») Lalimite du taux d’accroissement peut aussi,
ops . X—X A P
par composition des limites (poser «h = x —x, ——> 0»), étre écrite sous cette
T forme :
flxg) p-m-------2
. ) (29 + ) — f(x)
€] EET R }llmof 0 . JAEY = f"(xo).-

Définition 16 | Tangente

s

Soient f : I — R une fonction et x; € I. Si f est dérivable en x; € I, on appelle
tangente a f dabscisse a la droite J, d’équation :
Ty ¢+ y=f@x-a+f(a.
— Définition 15 | Dérivabilité
Soient f : I — R une fonction et x; € I. Exemple 15
»  Ondit que f est dérivable en x, sila fonction » Lafonction x — x? admet en 0 la tangente horizontale d’équation y = 0.
» Lafonction x — x* admet en 1 la tangente
I\ {x,} — R #
. f (x) — f (xo)
X — xO
admet une limite finie” en x,,. La limite est alors appelée le nombre dérivé de
f enx,. - f e Notation
- 0 2 » .
» Lenombre IS estappelé le taux daccroissement de f entre x, et x. On note le nombre dérivé en x, par f’(x,), ou encore en «notation physicien»
. 0. R . R . d
»  Ondit que f est dérivable a droite en x, (resp. a gauche) si on a seulement d—f(xo). Cette seconde a le mérite de ne faire pas perdre de vue la définition du
existence d'une limite a droite ou a gauche dans la limite précédente. ta)le d’accroissement
Remarque 11 e Notation Dérivée d’'une expression
»  Une fonction est donc dérivable en x,, si son taux d’accroissement tend vers Soit une expression f (x) dépendant de x € R, avec f une fonction dérivable. On
une limite finie. notera dans la suite indifféremment :
»  Letauxd’accroissement s’interprete comme la pente de la corde du graphe N

ax (x) la fonction f’ évaluée en x,
X

— d o : X
“Comme x, € I et que I est un intervalle, alors x, € I\ {x,} et calculer la limite de ce quotient a bien un » O [f(x)] la dérivée de 'expression f(x) par rapport a x.
X
sens.
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eEn particulier, on évitera dans la mesure du possible d’écrire f(x)'.

Enfin, en faisant varier x, on créer ainsi une nouvelle fonction notée f".

Définition 17 | Fonction dérivée, Fonction dérivable
Soit f : T — R une fonction. On dit que f est dérivable surlsi f est dérivable en En résumé, on a établi que f est dérivable sur R et que :

tout point x € I. La fonction x — [’ (x) s’appelle la fonction dérivée de f.

VxeR, f'(x)=2x.

m Calculs de dérivées On peut appliquer cela pour la plupart des fonctions usuelles connues, les résultats
seront récapitulées dans la prochaine section, et aussi dans le tableau ci-apres.

Maintenant, comment calculer concréetement la dérivée d’'une fonction? Comment
savoir si une fonction est dérivable? Pour le second point, on établit une bonne fois
pour toute que la plupart des fonctions usuelles le sont. Pour le premier point, nous FORMULAIRE DE DERIVATION.  Dans les tableaux ci-dessous, x est une variable réelle et

aurons des formules. Commencons par un exemple. a une constante réelle.
Exemple 16 (Avec la définition, fonction carré) Considérons f : x € R — x2. Fonction f zr Fonction f’ ‘ Dy <Dy
On utilise au choix la définition, ou la version «x, + h». f@=a R 0 R
»  Soient xy,x €R. . o = —~ "
’ X R"*sia e R\Z ax“® R}
2 Rsia e N
R*sia e Z\N
* 1 *
R* - R}
X
* 1 *
R — R
X
R e’ R
R —sin(x) R
. R cos(x) R
4 Soient xy, h € R.
n ) I
4 R\{-+knkeZ 1+tan”(x) = R\{-+knkeZ
s 2 1 2
cos?(x)

Maintenant, comment dériver des sommes/produits/quotients efc. de fonctions dé-
rivables? Nous avons également des formules.
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

Exemple 17 (Avec la définition, somme deux fonctions dérivables) Considé-
rons f, g : R — R deux fonctions dérivables en tout point de R, c’est-a-dire :

FO) = fxg) x—x o), g(x) — g(xy) x—x o' (xy). ([)’:f’g—fg’_

x_x() x_xO 2
g g

» Sig(x)+#0pourtoutxcel, jg: est dérivable surlet:

Alors f + g est aussi dérivable en x, de dérivée (f + g)'(xy) = f'(xo) + &' (xp).
7 Exemple 18 Déterminer les fonctions dérivées de chacune des fonctions f sui-
vantes et donner, lorsqu’elle existe, 'équation de la tangente a leur courbe au
point d’abscisse a € R indiqué. On supposera que x appartient a 'ensemble de
définition de f que 'on précisera.
ex
Lfw=— (@=0
’I

2. f(x)=cosxsinx (a=0)

Cela peut étre fait pour toutes les formules apparaissant dans le tableau ci-aprés,
avec un peu plus de technique pour les autres formules. On déduit la proposition
suivante.

— Proposition 4 | Opérations sur les fonctions dérivables et les dérivées
Soient f et g deux fonctions de I dans R dérivables sur I.
> 2 Ayi .
pour tout (A, ) € R*, Af + g est dérivable sur ], et : x2cos(x)
3. flx)= —3 +In(x) (a=0)

(A +ug) =Af +pg'. ,
p

On dit que la dérivation est linéaire.
»  fgestdérivablesurlet

fe) =f'g+fg'.
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4f(X):7 (azl)
”
2 3
5.f(JC):;—; (a=1)
D’

DERIVER UNE cOMPOSEE. Commencons la encore par traiter un exemple.

Exemple 19 (Avec la définition, fonction carré composée avec x — 3x + 1)
Considérons g : x € R — x? et f : x — 3x + 1. Ces deux fonctions sont déri-
vables sur R. La composée h = g o f est h : x — (3x + 1), on aimerait pouvoir
calculer la dérivée de h en fonction de la dérivée de f et g en x, € R.

R4
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En résumé, on a établi que h est dérivable sur R et que :

VxeR, HK(x)=3x22x+1)= g'x+1) =1 (g ().

nouveau terme

Quand on dérivé une composée, il y a donc simplement un terme supplémen-
taire qui apparait devant : c’est g'(x).

Théoréme 3 | Dérivation d'une composée
Soient f : 1 — R, g :] — Rtelles que f(I) < J. Si f est dérivable sur I, g est déri-
vable sur J, alors g o f est dérivable sur I et :

(gof) =f'xg'of, cest-a-dire: Vxel, (gof) (x)=f"(x)xg'(f(x)).

Preuve Admis.

Commencons par des exemples usuels théoriquement a connaitre, mais qui se re-
trouvent trés rapidement a partir du théoreme précédent.

Exemple20 Soit u une fonction numérique dérivable. Pour les dérivées ci-apres,
préciser sous quelle condition sur u la composition est possible, et justifier la
dérivabilité, puis donner une formule pour la dérivée.
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

1. u*aeR\Z. 2. u',neZ*. 5. cos(u),sin(u).
»’ »’ e

3. e* 4 Inj|ul.
’ »’

Exemple 21 Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes et calculer leur déri-
vées.
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

xt+1 xIn(x)
— 2. =
1 f0= 1n(x2 - 1) g ="—"3
Y 4
»’ 5

Lien avec la monotonie

— Théoréme 4 | Monotonie et signe de la dérivée

Soit [ un intervalle non-vide de R et soit f une fonction dérivable de I dans R.

» festcroissante < Vxe€l, f'(x)=0.

»  festdécroissante < Vx eI, f'(x) <0.

» Sipourtoutx €], f'(x) <0etf'(x) =0 éventuellement en un nombre fini de
points, alors f est strictement décroissante.

» Sipourtoutx €l f'(x) > 0etf'(x) = 0 éventuellement en un nombre fini de
points, alors f est strictement croissante.

Pour la stricte monotonie, il n’est donc pas indispensable que le signe soit strict sur
tout 'ensemble de définition.
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

e Attention Un intervalle comme ensemble de définition est crucial

1
Par exemple, pour f : x e R* — —, ona:
X

1 A .
VxeR*, f'(x)= — 0. Application aux calculs de limites
X
y, Puisqu’'un taux de variation est une limite, faisant apparaitre en plus une forme indé-

1 terminée (le dénominateur tend vers zéro), le calcul d’'une dérivée peut donc donner
de précieux résultats sur la valeur cherchée de la limite.

Q Méthode Limite calculable par taux de variation

Et pourtant f n'est pas strictement dé- ! % Si une expression est de la forme suivante, pour f : I — R dérivable en a, a aux
croissante sur R. Analyser la courbe bords de I ou dans [, alors
(«saut» autour de 0), ou bien constater, , , , , — FO-f@ +—a .,
que —1 < 1 alors que f(-1) < f(1). —a f(@).
En particulier, si f s'annule en @, on a:
T f(x) x—a
— f(a).
xX—a !
Exemple 22 Par exemple, la fonction On commence par un exemple simple. Ceux faisant intervenir des fonctions usuelles
seront faits dans la prochaine section.
R — R
f X — x-—sin(x) . x*-4
Exemple 23 Calculer la limite lim selon deux méthodes.
X—2 x —
est strictement croissante alors que sa dérivée s'annule un nombre infini de fois. 4
¢
»'
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FONCTIONS USUELLES

Pour chaque fonction, nous donnons :

» laforme de son expression, quelques propriétés, la dérivée et le domaine de dé-
rivabilité,
certaines limites remarquables,
sa représentation graphique.
Et un contexte (mathématique, physique, ...) ol intervient ladite fonction.

Tous ces points doivent étre maitrisés car ils sont susceptibles d’intervenir dans les
exercices.

41, Fonctions polynomiales

Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

— Définition/Proposition 1| Fonctions affines
R
X — ax+b
(a, b) € R?. Le réel a est appelé le coefficien
directeur de f, b son ordonnée a l'origine.
» Sib=0,onditque f est linéaire.Sia =0, f

avec

»  (Définition) f COURBE REPRESENTATIVE
y

y=2x+1

est constante.
(Dérivée) VxeR, f'(x)=a.
(Limites) — ——
— lim (ax+b)=—-oc0,sia>0,
X—>—00

lim (ax+b) =+o0o,sia >0,
X—00

lim (ax+b)=+o0,sia<0,
X——00

lim (ax+b) =—-o00,sia<0.
X—00

BCPST1 € 2022 / 2023

Exemple 24 D’apréslaloi d’Ohm, la tension aux bornes d'une résistance est pro-
portionnelle a 'intensité : U(I) = RI avec les notations du cours de physique. La
tension est donc une fonction linéaire de 'intensité.

— Définition/Proposition 2 | Fonction carré, cas n =2
R — R

x — x*°

(Propriété(s)) f est paire.

» (Définition) f COURBE REPRESENTATIVE
y

(Dérivée) VxeR, f'(x)=2x.
(Limites)
. 2 _
_ lerr}wx = +00, cgf
—  lim x? = +oo.
X—00

Exemple 25 L'énergie cinétique est]’énergie que possede un corps du fait de son
mouvement par rapport a un référentiel donné. Elle est proportionnelle au carré

1
de la vitesse du corps: E (v) = 3 muv? avec les notations du cours de physique.
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

— Définition/Proposition 3 | Fonction cube, cas n =3

R — R ,
»  (Définition) f + 3 COURBE REPRESENTATIVE
—_— . y y
(Propriété(s)) f estimpaire.
(Dérivée) VxeR, f'(x)=3x.
(Limites)
—  lim x*=-oo,
A X = o0 “r
— lim x3 = +oo.
X—>00
X
— Définition/Proposition 4 | Fonction mondéme x — x"
Soit n € N. COURBE REPRESENTATIVE
R - R y y
4 Définition .
( ) fl, o !
»  (Principales propriétés) : f est paire si n
pair et impaire si n est impair.
»  (Dérivée): f est dérivable sur Ret:
VxeR, f'(x)=nx""" %
» (Limites):
— lim x" =+oco sin estpair,
X——00
— lim x"=-oco sinestimpair,
xf»—oo
—  lim x"=+oc0.
X—+00
— Définition/Proposition 5 | Fonction polynomiale de degré n
R — R
» (Définition) P n nel avec
x — ax"+a, x"+-+ax+a,
(ay,...,a,) € R"*! des réels appelés les coefficients du polyndome.
»  (Principales propriétés) : f est paire si n pair et impaire si n est impair.

/i / Lycée Michel MONTAIGNE - Bordeaux

» (Dérivée): f est dérivable sur R et,

2

VxeR, f'(x)=na,x"'+n-1a, x"*+ +a,.

» (Limites) lim P(x)= lim (a,x,), c'est-a-dire celle donnée par la plus
X—>+00 X—>+00 n=n

grand puissance.

Remarque 13 On étudiera de maniere plus approfondie les polynomes dans
un chapitre ultérieur (le Chapter ALG9), la définition précédente ne s'intéresse
qu’aux propriétés analytiques des polynomes.

Fonction monome inverse

— Définition/Proposition 6 | Fonction inverse, cas 7 = 1
R* — R
f 1.

x»—»—

COURBE REPRESENTATIVE
A

»  (Définition)
x
(Principales propriétés) : f est impaire.

(Dérivée) : f est dérivable sur R} et sur R*
et

1
VxeR, f'(x)= 2

» (Limites):

25

1 .
> lim —=0, 4 lim — = —oo,
X—t00 X x—0" X
. 1
4 lim — =+o00
x—0t X

Exemple 26 D’apres la loi des gaz parfaits, la pression est inversement propor-

nRT
tionnelle au volume : P(V) = ~ avec les notations du cours de physique.
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— Définition/Proposition 7 | Fonction carrée inverse

Soit n € N*.° COURBE REPRESENTATIVE (cas
R* I R n= 2)
» (Définition) f 1 y
x —_— —_—
n
»  (Principales propriétés) : f est paire si n
pair et impaire si zn est impair.
» (Dérivée) : f est dérivable sur R} et sur R* @
et !
M) = — X
VxeR, f'(x)= P
»
4 lim — =0, 4 — = +4o00.
x_,iooxn x—07* xn
. 1 +o0  sinestpair,
¥  lim —= . N
x—0"x" —oo  sin estimpair,

Exemple 27 Siun corps A et un corps B de masses m, et my sont séparés par une

distance d, alors la valeur F de la force de gravitation qui s'exerce entre eux est :

F=G mymg
= e

avec les notations du cours de physique.

Fonction racine carrée

3Pour n = 0, on retrouve une fonction affine, donc déja étudiée.
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

— Définition/Proposition 8 | Fonction racine carrée

R, — R
» (Définition) f| ° COURBE REPRESENTATIVE
x — \/}
» (Dérivée): f est dérivable sur R} et:
VxeR;, f'(x)= L
v 2\/x
s
>

(Limites) : lim /x = +oo.
X—>+00

N‘

Exemple 28 Le principe de TORRICELLI est un principe de mécanique des fluides
qui établit que le carré de la vitesse d’écoulement d'un fluide sous l'effet de la pe-
santeur est proportionnel a la hauteur de fluide située au-dessus de I'ouverture
par laquelle il s’échappe du cylindre qui le contient.

avec les notations du cours de physique.

v? =2gh,

Fonctions exponentielles, logarithme et puissances

m Exponentielle et logarithme
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

— Définition/Proposition 9 | Fonction exponentielle
R — R
x — exp(x)
encore e* comme notation pour exp(x),
avec e la constante de NEPER, et définie
comme e = exp(1).
»  (Principales propriétés) : %

»  (Définition) exp ,ou COURBE REPRESENTATIVE

X

e
V(x,y) €R?, ¥V =e'e’, ¥V = e g

»  (Dérivée) : exp est dérivable sur R et
VxeR, exp'(x)=exp(x).

»  (Limites):
— lim exp(x)=0,
X—>—00
— lim exp(x) = +o0,
X—+00

X

—  (Taux) lim0

Exemple 29
» Laloide décroissance radioactive affirme que le nombre de noyaux désin-

tégrés au bout d'une durée ¢ s'exprime comme
N(t) = Nye ™

ol N, est le nombre de noyau a t = 0 et A est la constante radioactive, ca-
ractéristique du noyau radioactif considéré.

» Le modele de dynamique des populations de MALTHUS affirme que le
nombre d’individus N(#) au temps ¢ = 0 s’exprime comme :

N(t) = Nyel!

ou N, estlenombre d’'individus au temps initial et A estle taux de croissance
de la population.
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— Définition/Proposition 10 | Logarithme népérien

27

m Fonction logarithme népérien In et décimal log

R; — R p
COURBE REPRESENTATIVE
x — In(x). V.

»  (Principales propriétés) Ly

» (Définition) In

Y(x,) € (RY)?, In(xy) = In(x) +In(y), T

X
In|—|=1In(x) —1In(y)
(J’) Y

» (Dérivée) : In est dérivable sur R} et :

1
VxeR;, In'(x)=-.
X

» (Limites):
— lim+ln(x) = —00,

x—0

— lini In(x) = +oo,
In(1 +
— (Taux) lim Ind+x) _ 1

x—0

Exemple 30 En physique statistique, la formule de Borrzmann (1877) défi-
nit 'entropie microcanonique d’un systéme physique a I’équilibre macrosco-
pique, libre d’évoluer a I'échelle microscopique entre 2 micro-états différents.
Elle s’écrit :

ol ky estla constante de BOLTZMANN.
Dans certaines disciplines, notamment en Physique—Chimie pour des grandeurs va-
riant sur des puissances de 10, par exemple entre 107'° et 10', il peut étre plus pra-

tique de manipuler des «logarithmes décimaux» plutdt que le logarithme népérien.
Par exemple, si k € N, In (10" ) =In (eklnm) = kIn10(x). Plutdt que de manipuler des
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In
In 10 dans certains calculs, on préfere considérer la fonction log = 10’ de sorte qu’ (%)

se simplifie en :
log(lok) =k.

Mathématiquement, cette fonction ne représente que peu d’'intéréts puisqu’elle est
égale a une constante pres a une fonction déja connue (le logarithme népérien).

— Définition/Proposition 11| Fonction logarithme décimal

» (Définition) COURBE REPRESENTATIVE
R+* _ R ‘
log In(x)
— 1 =
g °8) = 110 - —
»  (Principales propriétés) : ' Cox
—  VY(x,y) € (RY)? logxy) = log(x) +
log(y), T
— VxeRY, 10198W =y,
— VaeR, log(10%) =a.
»  (Dérivée) : log est dérivable sur R} et : i
VxeR;, log(x)= iln’(x) L
# OB = Y T o)
»  (Limites):
— lim log(x) = —o0o,
x—0%
—  lim log(x) = +oo.
X—+00
Exemple 31
»  En milieu dilué, on définit le pH par la relation

pH = —log([H;0%]),

ot [H;0%] désigne la concentration en H;O™.
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

La magnitude locale d'un séisme se calcule comme

A
Ao

leog(

ol A représente 'amplitude maximale relevée par le sismographe et A, une
amplitude de référence.

m Puissances générales & Exponentielle en base a

Rappelons les puissances que nous connaissons déja.

» a"avecaeR,neNetaeR" neZ Nouslavonsvudansle Chapter ALG2 sur
les nombres réels.
: . PP 1
»  Nous avions également défini az = \/E lorsque a = 0, et a3 = \/E pour tout

acR.

Nous allons a présent définie a” pour tout b € R, lorsque a > 0. Réecrivons notre
définition du Chapter ALG2 al'aide de I'exponentielle et du logarithme. On a d’apres
les propriétés de I'exponentielle :

n
a = (elna) — enlna.

Il apparait que cette écriture de la puissance peut étre étendue a n'importe quelle
autre puissance réelle (pas seulement un entier 7). On aboutit donc a la définition
ci-apres.

Définition 18 | Puissances généralisées
Soient @ > 0 et b € R. On définit le réel a” par :

b _ oblna

a €

Remarque 14 Cette définition a le bout gotit de généraliser I'exposant (autorisé
a étre réel cette fois). Cependant, puisque In est défini uniquement sur R**, elle
est moins générale vis-a-vis de a que la définition a” = a x --- x a. On ne peut
pas tout avoir.
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

On vérifie sans peine que toutes les propriétés classiques sur les puissances restent
valables.

— Proposition 5 | Reégles sur les puissances
Soit (a, a,,a,) € (R**)? et (b, by, b,) € R Alors :

by
» a2 =al xqabe (abl) =a’?  (a, xa,)’=al xal.
>
b b b,
L I A
=1 = = )
a, azb aba aba—b

Remarque 15 (On peut faire encore mieux) Nous pouvons faire encore mieux
dans le cas des puissances — € Q avec g un entier impair. Nous verrons cela

dans le Chapter ANA15 une fois le théoreme de la bijection revu.

Remarque 16 (Constante de NEPER) En début de section, nous avions écrit
exp(x) = e* pour tout x € R, o1 e = exp(1). Il faudrait alors justifier que :

exp(x) = (exp(1))*.

En effet c’est le cas puisque (exp(1))* = exp(xInexp(1)) = exp(x)— c'est ce

qu’on voulait.

Constatons que pour différentes valeurs de b, on retrouver diverses quantités
usuelles.

— Proposition 6 | Puissances particuliéres
Soient x e R** et n € N.

1 1
»o=3) x?=/x, »o(b=3) x5 ={/x.
» (b=n) , x"=x", » (b=-n) , x"=—

xn
Preuve
p
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FAIRE VARIER b : EXPONENTIELLE EN BASE. On peut aussi a présent faire varier la puissance
b et étudier la fonction x € R — a* = % pour tout a > 0. C’est une fonction qui
aura donc des propriétés similaires a la fonction exponentielle. On la note en général

exp,,.

— Définition/Proposition 12 | Fonction exponentielle en base a

» (Définition) COURBE REPRESENTATIVE
y
R — R
exp, X — g% = exln(a).
»  (Principales propriétés) :
ax
Y(x,y) €R%,  a**V=a*a’, a*V = —.
724
»  (Dérivée) : exp, est dérivable sur R et
d (exlnu)
vxeR, exp (x)= =In(a)a”.
Pa dx
» (Limites) :
— lim a*=+c0 sia<l,
Xm0 .
— lim a*=0 siax<l,
xf+oo A
— lim a*=0 sia>1,
X oo .
—  lim a*=+40c0 sia>1.
X—>+00

Remarque 17 Pour a = e, étant donné que In(e) = 1, on retrouve 'exponentielle.
En d’autres termes:  exp, = exp. Pour savoir si exp,, est croissante ou décrois-
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sante, on analyse simplement le signe de In a, cela revient a comparer a a 1.

FAIRE VARIER . On peut aussi a présent faire varier a dans R** et étudier la fonction
x € R— x* = e** pour tout a € R. Cest une fonction qui unifie  la fois la racine

1 . . 1 . . .
carrée o = > la racine cubique a = 3 mais aussi la fonction carré a = 2, cube a = 3,

etc. et méme l'identité a = 0.

— Définition/Proposition 13
Soita € R.
»  (Définition) COURBE REPRESENTATIVE

R — R

_ saln(x)

p(X X — xa_e

»  (Principales propriétés) :
x [0

» (Dérivée): p, est dérivable sur R** et

1

Vx€eR, pLx)=ax*"

» (Limites):

4 lim x*=+00 sia>0, » lim x*=+00 sia>0,
x—0F X—00

» lim x*=+4+0c0 sia<0, » lim x*=0 sia<O.
x—0* X—+00

4.5. Fonction valeur absolue

La valeur absolue avait étudiée dans le Chapter ALG2, mais nous ne I'avions pas vue
encore comme une fonction. C’est ce que nous analysons ici.

BCPST1 € 2022 / 2023
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— Définition/Proposition 14 | Valeur absolue

>

Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

(Définition) :
R — R
X six =0,
f x — |x|= .
-x six<0

(Principales propriétés) : f est paire.
(Dérivée) : f est dérivable sur R, * d'une
part, R_* d’autre part et :

. 1 six >0,
VxeR™, |x|= .
-1 six<O.

[ n'est pas dérivable en 0.

(Limites) :

— lim |x|=+o00
X———00

— Iim |x|=+oc0
X—>+00

COURBE REPRESENTATIVE
y

Exemple 32 Un modele trés simple d’évolution de la température lors d'une
journée consiste a supposer qu'elle augmente régulierement de 6h a 16h puis
diminue réguliérement jusqu’a minuit. La température T(¢) s'exprime alors en
fonction du temps écoulé ¢t depuis 6/ comme suit :

T(t) = alt —10| + b.

Fonction partie entiére
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

— Définition/Proposition 15 | Fonction partie entiére

R — R

x — |x]

»  (Principales propriétés) : f est constante
par morceaux, discontinue en chaque point

COURBE REPRESENTATIVE

A

» (Définition) [

n € Z. De plus, T *—
VxeR, |[x]<=x<]|x]+1.
@b
»  (Dérivée): X
f est dérivable sur chaque intervalle |n; n + >~
1[avecn e Zet o<
Vxelmn+1[, f'(x)=0. *—

f n'est pas dérivable en tout n € Z.
»  (Limites):

— lim |[x] =—oo0,
X—>—00

— lim [x] = +oo.
X—+o00

Exemple 33 Un vétérinaire facture 20 euros pour chaque période partielle ou
complete de 15 minutes. Les frais facturés f (x) en fonction du temps facturé x =
0 se calculent comme :

f(x) =20]4x]

. Justifions cette interprétation en tragant la courbe.

7
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Fonctions circulaires

Rappelons que pour x € R, le cosinus, sinus et tangente de x peuvent étre visualisés
avec la figure ci-apres.

Pourquoi indiquer tanx a cet
endroit? Ceci est une simple
conséquence du théoreme de

1
/
1 M
2
sinx tanx
|
1 1 cosx
2
2
\
-1

THALES. En effet, il donne

tanx _ 1

sinx cosx’

On voit qu’en faisant varier x dans R, le cosinus et le sinus semblent «osciller» entre
—1 et 1, et semblent revenir sur les anciennes valeurs apres un intervalle de longueur

2.
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

— Définition/Proposition 16 | Fonction cosinus — Définition/Proposition 17 | Fonction sinus
R — R , PP . |R — R .
»  (Définition) cos COURBE REPRESENTATIVE »  (Définition) sin . COURBE REPRESENTATIVE
X — cos(x) Y, x — sin(x) Y
»  (Principales propriétés) : cos est 2m- 3 »  (Principales propriétés) : sin est 2m- 3
périodique et paire. 21 » périodique et impaire. 21 .
»  (Dérivée) : cos est dérivable sur R et J »  (Dérivée) : sin est dérivable sur R et Ly 2
=3 ;7_5E l N ; AT __é” N : e X
VxeR, cos'(x)=—sin(x). 2 o 1 0 2 2 VxeR, sin'(x) = cos(x). 2 T 2 1 9 2 T 2
-2 -2
»  (Limites) : La fonction cosinus n'admet pas -3 » (Limites): Lafonction sinus n'admet pas de -3
de limite en +o0, et limite en +oo,
. cosx—1 . sinx
lim —— =0. lim =1.
x—0 X x—0 X

Exemple 34 Lorsqu’'un pendule est écarté de sa position d’équilibre (la verti-
cale), il se met a osciller. La position d'un pendule simple est repérée par 'angle
0 qu'il fait avec la verticale descendante. En I'absence de frottements et pour des
petites oscillations, on a

Vi=0, 0(f)=0;sin(wyt)
Pour la tangente, on voit que le point semble étre «envoyé vers +oo» lorsque x tend

u 0, repere | ition initial ndul | Isation. L L . . . .
ou 6, repere la positio tiale du pendule et o, estla pulsatio vers +§. Mathématiquement, cela sera traduit avec la notion de limite.
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

— Définition/Proposition 18 | Fonction tangente
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»  (Définition) : COURBE REPRESENTATIVE
N
Dian — R . 3
tan sin(x) 2
x +— tan(x) =
cos(x) 1
o
avec 1 = /0
| b
Qt‘m:U]——+kn;—+kn[. 2
keZ 2 2 —3
» (Principales propriétés) : tan est -
périodique et impaire.
»  (Dérivée) : tan est dérivable sur 2,,,, et
Vx €D, tan'(x)=1+tan?(x) = ——.
tan cos?(x)
»  (Limites):
— lim tan(x) = —oo,
X——1/2
— lim tan(x) = +oo,
x—m/2
. tanx
— (Taux) lim =1
x—0 X
Preuve ABCDE
*x %% Finduchapitre * % x
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

n EXERCICES
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Chapitre ANA12. Fonctions. Calculs de limites & dérivées.

m Solutions des exercices
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Chapitre ANA13. Calculs de primitives & Equations différentielles

Chapitre ANA13.

Calculs de primitives & Equations différentielles
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Chapitre ANA14. Suites Numériques

Chapitre ANA14.

Suites Numeériques

Si l'on considere les suites récurrentes de moyenne
arihmétique et géométrique, i.e.

Xpt+ Yy
Xnt+1 = 2 Yni1 = VX + Vs

alors

Nl=

x 2
X Vi ”1°°M(xo,yo)ég(xo+yo)f02 [1—(M) sin?(0)|  do.

Xo + o

— Le saviez-vous ?
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Chapitre ANA15. Continuité

Chapitre ANA15.

Continuite
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Chapitre ANA16. Dérivation

Chapitre ANA16.

Dérivation

Résumé & Plan
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Chapitre ANA17. Intégration

Chapitre ANA17.

Intégration
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Chapitre ANA18. Développements limités

Chapitre ANA18.

Développements limités
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Chapitre ANA19. Fonctions de plusieurs variables

Chapitre ANA19.

Fonctions de plusieurs variables
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Aleatoire & Statistiques




Chapitre ALEA20. Espaces probabilités

Chapitre ALEA20.

Espaces probabilités
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Chapitre ALEA21. Variables aléatoires

Chapitre ALEA21.

Variables aleatoires
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Chapitre ANN22. Rédaction / Présentation d’une copie

Chapitre ANN22.

Rédaction / Présentation d’une copie

Résumeé & Plan

Lobjectif de ce petit document est de récapituler tous les conseils importants de
présentation et de rédaction, issus de longues heures de corrections de copies de
concours.

Nous avons par ailleurs constaté que nombreux sont les
candidats qui rendent des copies mal présentées, mal écrites
ou contenant beaucoup de fautes dorthographe. A partir de
l'année prochaine, ces candidats seront sanctionnés.

— Rapport AGrRo-VETO

e Attention

Il faudra mettre en place les conseils ci-apres des le premier devoir surveillé. Des
points de rédaction et présentation feront partie du baréme tout au long de
Pannée.

“ CONCERNANT LES MATHEMATIQUES A L'ECRIT

Le début de votre copie est important : si elle présente des points positifs, vous met-
trez le correcteur en confiance pour le reste de I'épreuve et serez évalué avec bien-
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veillance. Attention, je ne dis pas ici que 'on peut faire n'importe quoi dans la suite
mais il faut donc entre autres éviter impérativement en début de copie :

les tentatives d’escroquerie,
les ratures et tiches d’effaceur,
les calculs inachevés,

les questions inachevées,

v v v v Vv

GESTION DU BROUILLON. Le brouillon sert a chercher des solutions, a effectuer des cal-
culs délicats, ce qui permet d’éviter les ratures. Rédiger un devoir ne consiste pas a
recopier un brouillon, mais a le repenser pour obtenir la solution la plus breve pos-
sible.

n La présentation

Commencons par des considérations trés générales.

»  Tout d’abord, votre copie se doit bien str d’étre soignée. Vous devez écrire lisi-
blement : si votre copie est illisible, elle ne sera pas lue!

P Les textes des questions ne sont pas recopiés mais les numéros oui et avec un
fort contraste avec le reste; cela évitera de perdre le correcteur et ainsi d’éviter
tout oubli de points si le correcteur ne voit pas le début d'une nouvelle question.
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Chapitre ANN22. Rédaction / Présentation d'une copie

Quelque chose du type est beaucoup plus voyant qu’un «2.1» perdu en mi- scannée, écrivez toujours a 'encre noire ou bleue foncée.
lieu de texte. Utilisez par exemple des feutres pour clairement les faire appa- »  En revanche vous pouvez mettre en valeur les titres des questions/résultats a
raitre. I'aide de couleur.

»  Les résultats doivent étre ou éventuellement surlignés et ainsi étre .
mis en évidence. Ce rituel d'encadrement de fin de question offre d’ailleurs I'oc- e Attention
casion d’une premiére relecture : vérifiez 2 ce moment-la que la conclusion que Vous étes libres dans le choix des couleurs, a ceci prés que le rouge est réservé
vous en- cadrez répond bien 2 la question posée! a la correction (Agro-Véto 2015). De plus, les couleurs comme le jaune fluo qui

» Larticulation des démonstrations (donc, or, si, alors, ...) doit étre présente, les sent la banane ou le turquoise a paillettes n’étant ni tres lisibles ni tres sérieuses,
hypotheéses, les conclusions et surtout le type de démonstration (récurrence, ab- ~ Préférezleur des couleurs foncées : orange, vert, violet ou encore orange!
surde, contraposée, analyse/synthese, double inclusion pour I'égalité de deux
ensembles, erc.).

»  L'usage des produits blancs et effaceurs doit rester exceptionnel, n'oubliez pas
de réécrire par dessus ce que vous venez d’effacer.

m La rédaction

»  Lorsquevous étes amenés a barrer un paragraphe, vous devez raturer clairement »

et proprement tout le paragraphe, sans laisser de morceaux de phrases a lire ca-
chés au milieu de la rature —la lecture de la copie ne doit pas relever de la fouille
archéologique!

Rappelons quelques consignes concernant les qualités de
présentation d’'une copie : l'écriture du candidat doit étre
soignée, les ratures et les surcharges de blanc correcteur
doivent étre évitées, les questions correctement numeérotées
et les conclusions mises en valeur. La présentation des copies
nous a semblé globalement correcte, mais nous avons
également eu a traiter des copies pratiquement illisibles si
bien que nous avons décidé de mettre en place, des l'an
prochain, une minoration des points aux copies ne
présentant pas suffisamment les qualités susmentionnées.
— Rapport G2E

UTILISER DE LA COULEUR MAIS NE PAS TROP EN FAIRE.

Afin de ne pas fatiguer outre mesure les yeux de votre correctrice ou correcteur
et pour que votre copie de concours (dématérialisée) soit encore lisible une fois
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Les phrases seront courtes, grammaticalement correctes, et dans la mesure du
possible sans «fotes d’ortograf». Vos réponses doivent étre intégralement rédi-
gées : vous devez écrire des phrases.

On n'emploiera pas les symboles mathématiques comme des abréviations et on
les évitera en général; notamment pas de «hyp», «ccl» etc..

Attention aux non-sens Mathématiques souvent précisés dans les encarts «at-
tention» du cours, les phrases du type «la fonction f(x) est» ne sont plus auto-
risées en prépa.

On ne mélangera pas les quantificateurs avec le reste du texte. Notamment «on
voit que Vx, le réel f(x) est».

Une rédaction correcte est par exemple : «la fonction f vérifie: Vxe..,..».
Les formules du genre «on voit bien que», «il est évident que», efc. sont a pros-
crire; ceci démontre généralement l'incapacité du candidat a effectuer ladite
preuve.

S’interroger : se poser les questions suivantes. Les calculs ne sont-ils pas exagé-
rément longs? la méthode utilisée est-elle judicieuse? les résultats sont-ils co-
hérents? cohérents avec le texte? Ne pas hésiter a ajouter des remarques si vous
détectez des incohérences, votre regard critique sur ce que vous faites sera ap-
précié.

L'utilisation excessive des symboles <, = ou = est a éviter, de-méme qu’on
ne les mélange pas avec des Mathématiques. Je rappelle qu’il est important de
ne pas confondre < et =.
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Chapitre ANN22. Rédaction / Présentation d’une copie

»  Enrevanche, lorsqu'il s'agit de caractériser les éléments d'un ensemble (exer-
cice type : équation différentielle, ensemble de fonctions vérifiant une certaine
propriété, etc.), il faut impérativement y avoir recours et préciser les sens non
évidents (et le vérifier le cas échéant).

n CONCERNANT L'INFORMATIQUE A L'ECRIT

Il faut respecter, pour plus de clarté, les regles que vous suivez sur n'importe quel IDE
Python qui font partie intégrante du langage. En particulier :

»  on indente toujours ses programmes, et aux endroits appropriés. Pour plus de
clarté, utiliser un trait vertical sur la gauche pour préciser I'indentation.

»  On commente (lorsque le correcteur voit 400 programmes sur 400 copies diffé-
rentes, plus vous serez clairs, plus vous aurez de chance d’avoir les points) mais
pas en exces. Ainsi, le plus souvent, un nom de variable clair permet d’expliquer
ce que vous faites.

»  Généralement les programmes a créer sont courts. Il est déraisonnable d’imagi-
ner qu’'un programme d’'une page soit nécessaire pour traiter une question. Allez
au plus simple et au plus rapide!

»  Enparlant de simplicité, pensez a des versions récursives de vos programmes si
vous vous sentez a l'aise.

»  On n'oublie pas d'importer les bibliotheques nécessaires au bon déroulement
de vos fonctions.

»  Commencer une fonction avec une docstring, mais il faut qu’elle soit concise.

En plus de ces conseils, toutes les régles issues des PEP présentées dans le cours d’'In-
formatique doivent étre respectées aussi sur une copie.
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n CONCERNANT L'ORAL

m Commentaires généraux

Méme entrainé régulierement a passer des oraux en colle, 'oral de concours prend
une importance toute particuliere car cette fois c’est «pour de vrai». C’est donc une
épreuve qu’il va vous falloir préparer avec sérieux. Pour cela la premiere chose a faire
et d’éviter de commettre deux erreurs classiques.

C’EST UN EXERCICE AUSSI IMPORTANT QUE L'ECRIT. La premiére consiste a croire que I'écrit
est le plus gros morceau des concours et que l'oral, bien que stressant et éprouvant,
n'est au fond qu'une formalité ot il suffit d’étre «moyen» pour que ca passe. C'est
faux! Il faut savoir que du point de vue des écoles 'oral est extrémement important
et aussi important que I'écrit. A une époque pas si reculée le concours ne comportait
que des épreuves orales (donc sans d’écrit). Ce n'est que pour faire face a la multipli-
cation des candidats qu'un filtrage par une épreuve écrite a été institué.

C’EST UN EXERCICE DIFFERENT DE U'ECRIT. La deuxiéme erreur, c’est de croire que l'oral
n'est qu'une colle avec un colleur inconnu. C’est tout aussi faux. Une colle a sou-
vent pour théme un sujet qui vient a peine d’étre vu en cours. Cela implique qu’il
est impossible d’exiger des candidats un recul suffisant. En revanche lors de l'oral
des concours, les épreuves portent sur des sujets qui sont censés étre maitrisés. Il
est alors fondamental pour chaque étudiant de pouvoir montrer non seulement qu'’il
sait appliquer le cours mais qu’il sait I'appliquer de maniére consciente et raisonnée.
Contrairement a I’écrit qui est, d'un certain c6té, plus une épreuve de vitesse qu'une
épreuve de raisonnement. A I'oral des concours, il n'est pas rare d’avoir une mauvaise
note méme avec une solution juste et a contrario d’avoir une excellente note avec un
exercice non terminé, méme si tout le monde sera d’accord pour dire qu’a explica-
tions égales, mieux vaut avoir des calculs justes. Enfin pour finir, un colleur a pour
but de vous aider a assimiler chaque semaine une ou plusieurs notions de cours, de
vous permettre de développer des méthodes, une explication de sa part est attendue
sur I'exercice. Un examinateur a seulement pour objectif d’évaluer le mieux possible
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une série de candidats en un temps donné, et de maniére impartiale; vous n‘aurez
pas forcément les réponses aux questions que vous vous posez sur l'exercice pendant
l'oral, et il ne faut pas s’en étonner!

Cette fiche a pour but de vous rappeler quelques conseils indispensables pour 'oral
d’un point de vue général, i.e. valable quelle que soit la matiere. Apres pour les appli-
quer, il faut s'entrainer et encore s’entrainer.

m Ce qu'il faut toujours faire a Uoral

Ne pas oublier que::

Lexaminateur est un étre humain!

Cela parait peut-étre évident, mais il faut ne jamais perdre de vue cet aspect des
choses. Lexaminateur, en tant qu’humain peut présenter des avantages et des incon-
vénients :

1. il peut étre fatigué (surtout en fin de journée) et donc (un peu) étre moins attentif
voire plus blasé,

2. I'examinateur est sensible (méme inconsciemment) a tout ce que vous ferez et di-
rez,

3. l'examinateur a déja passé des concours, il comprend le stress.

En conséquence de quoi vous devez tout faire pour étre naturel, agréable et lui facili-
ter la tache. Cela passe par des gestes trés simples :

-

. arrivez a I'’heure,

2. entrez dans la salle en disant « Bonjour» et avec tous les papiers nécessaires déja
en mains (convocation, papier d’identité, ...).

3. Souriez en toute circonstance.

4. Ne soyez pas obséquieux « Oui monsieur / madame», «D’accord monsieur / ma-

dame», «Vous avez raison monsieur / madame».
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Chapitre ANN22. Rédaction / Présentation d'une copie

Avant de se lancer dans l'oral a proprement parler, ces petites remarques de forme
seront d'importance capitale pour I'avis initial qu’'aura sur vous I'examinateur.

Dialoguez! Loral se joue a deux.

1. Quand l'examinateur intervient :

> écoutez-le. Ne 'interrompez surtout pas! Au dela du fait qu’il est extréme-
ment impoli d’'interrompre quelqu'un qui est 1a pour évaluer votre niveau,
dites-vous que I'examinateur a certainement un conseil a vous donner.

4 Suivez les indications de 'examinateur, et méme si a premiere vue vous ne
voyez pas a quoi elles servent.'

4 Si un examinateur vous dit de passer a la suite, passez a la suite. Soit ce que
vous étiez en train de dire était totalement faux et il pense que c’est irrécu-
pérable, soit tout ce que vous disiez était juste et il vous fait crédit de ce qui
suit.

> Si 'examinateur vous pose une question qui vous parait béte, n’essayez pas
de savoir pourquoi, ce n'est pas pour vous déstabiliser, c’est juste pour vérifier
quelque chose que visiblement tout le monde ne sait pas.

2. Quand l'examinateur est muet comme une tombe :

4 vous n'avez pas de chance, mais il va falloir faire avec,

4 vous devez néanmoins parler, pour savoir quoi raconter, imaginez que vous
vouliez enregistrer une vidéo a envoyer a votre professeur pour lui exposer
votre probléme : dites tout, expliquez tout, parlez, montrez. Ne tombez pas
dans le show, restez sobre, mais parlez.

3. Etpour finir, des remarques de communication.

> Ne dites jamais «mon prof a dit que», «c’est écrit dans mon cours» : c’est a
vous d’assumer votre savoir et vos actes,
regardez autant que possible 'examinateur, méme s’il fait une sale téte,
parlez suffisamment fort (suivant I'acoustique de la salle) et articulez,
souriez (eh oui, toujours!),
n’hésitez pas a faire des schémas, des gestes (mais attention pas trop, ce n'est
pas une piece de théatre!),

v v v v

!Je vous déconseille tres fortement de les remettre en cause, méme s'il peut arriver que I'indication ne
soit pas la meilleure, c’est un trés gros risque que vous prenez.
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Chapitre ANN22. Rédaction / Présentation d’une copie

» connaissez vos tics (se recoiffer, dire «euhhh» ou «donc», «du coup, du coup
et donc du coup»...) et limitez-les autant que possible.
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Chapitre ANN23. Alphabet grec

Chapitre ANN23.

Alphabet grec
Cet alphabet, trés souvent utilisé pour écrire des symboles mathématiques, compte £ = xi
vingt-quatre lettres minuscules et majuscules. Certaines majuscules se retrouvent -
, . 0] 0 omicron
dans l'alphabet latin.
T II pi
Minuscules Majuscules Prononciation Y P rho
a A alpha (o} z sigma
B B beta T T tau
Y r gamma v Y upsilon
5 A delta ¢ @ phi
€ E epsilon X X chi
C Z zéta b L psi
n H ota w Q omega
0 ] théta
L I iota En minuscules, on utilise en général vingt-un de ces vingt-quatre lettres, a 'exception
» K kappa des lettres 1, o et v. En effet ces lettres ressemblent trop aux lettres latines i,0 et v. On
X A p— veillera d’ailleurs a ne pas confondre la lettre grecque w «omega» avec la lettre latine
ambda
w.
vl M mu . - . . . ) .
En majuscules, on utilise les dix lettres qui ne font pas partie de I'alphabet latin. En
v N nu l'occurrence, il sagitde :TAOAZII X ® ¥ Q.
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