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Chapitre ANAA11.

Intégration

Résumé & Plan
Ce chapitre se découpe en deux grandes parties : une premiere de révisions a
propos des calculs de primitives et d’intégrales un segment, une seconde ayant
pour but de d’étendre l'intégrale a des intervalles plus généraux que les segments.
Nous en aurons besoin plus tard pour définir la notion de variable aléatoire réelle
a densité. Comme pour les séries, tout sera une affaire de passage a la limite.
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Le nombre dor ¢ — i.e. la plus grande des solutions de
x? - x —1=0 — et vérifient les identités ci-apres :

[
e TP = —dux,
¢ b 14+ x10

€1

Ehoui!

0

00 5x2
— aX.
1+ x10

— Le saviez-vous ?
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“ PRIMITIVES & INTEGRATION SUR UN SEGMENT

Commencons ce chapitre par des révisions d’intégration de premiéere année. On dé-
finit 'intégrale d'une fonction continue sur un segment a 'aide d’'une primitive de
cette fonction, I'existence d’une telle primitive sera quant a elle admise.

n Primitives

— Définition ANA11.1
Soit f : T— R une application définie sur un intervalle I de R. On appelle primi-
tive de f sur I toute application F : I — R dérivable telle que F' = f.

— Proposition ANA111 | Ensemble des primitives
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I. Si F : I — R est une
primitive de f sur l'intervalle I, alors les primitives de f sur I sont les fonctions de
laforme F+c,ouceR.

Onretiendra notamment que si f admet une primitive, alors elle en admet méme une
infinité' ! 1l n’est donc pas question de parler de la primitive de f.

Preuve

Théoréme ANA111 | Existence de primitives pour les fonctions continues

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle 1. Alors f possede une
primitive sur I.

Comme déja annoncé, ce théoréme est admis.

)

Chapitre ANA11. Intégration

Méthode Justifier Uexistence d'une primitive

1l suffit de montrer la continuité de la fonction.

m Intégrale sur un segment

Cadre

Dans toute cette sous-section, la notation [a, b] désignera toujours un seg-
ment, avec a, b € R.

Nous allons commencer par les fonctions continues sur un segment puis nous gé-
néraliserons aux fonctions continues par morceaus, i.e. continues sauf en quelques
points en lesquels elle est prolongeable par continuité.

Définition/Proposition ANA11.1 | Intégrale d’'une fonction continue ou prolon-
— geable par continuité sur un segment
Soit f : [a,b] — R une fonction continue, ou continue sur [a, b[ (resp. |a, b],
resp. ]a[b) et prolongeable par continuité en a (resp. b, resp. a et b).
» (Sifestcontinuesur[a,b]) Onappelleintégraledef surlesegment|a,b]
le réel noté fbf ( ou encore fbf(x) dx, f[ b]f(x) dx) défini par :
a a,

a

[F(x)]?
(défi

éfi.)

[ rooax F(b)-F(a),
a (a )

ou F désigne une primitive de f.

b
On appelle intégrande de f flafonction f.

(Si f est prolongeable par ?:ontinuité sur [a,b]) Sif est seulement conti-
nue sur [a, b|, lalb ou ]a[b et prolongeable par continuité aux bornes, on
appelle intégrale de f sur le segment [a, b] I'intégrale de son prolongement

'Puisque si F est une primitive, toutes les fonctions F + ¢ avec ¢ une constante en sont aussi
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Chapitre ANA11. Intégration

Remarquez que si a = b, alors avec les notations de la définition précédente, on a:

f”f: [F]% = F(a) - F(a) = 0.

b
Preuve La quantité f f(x)dx ne dépend pas de la primitive choisie. @
a

La définition de I'intégrale est donc bien posée.

Nous verrons dans la suite de ce chapitre ce que 'on peut faire si f n'est ni continue,
ni prolongeable par continuité.

e n sint . P
Exemple 1— Lintégrale f Tdt existe. | p'
0

EXTENSION AUX FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX.

Définition ANA11.2 | Fonction continue/constante par morceaux sur un seg-

— ment -

Une fonction f : [a, b] — R est dite continue par morceaux s’il existe une subdi-

vision de [a, b], i.e. une famille de points x, < --* < xy avec N un entier, vérifiant

a=xy<X; <Xp<-<Xxy_ <Xy=Db,ettelle que, pourtout k€ [0, n—-1]:

»  festcontinue sur]x;, X,

» [ estprolongeable par continuité en x; et en X .

Si de plus f est constante sur ]x;, X, [ pour tout k € [0, n — 1] alors elle est dite

constante par morceaux.

Notation

On note 62 (la,b],R) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur
la, b].
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Attention

Nous n‘avons pas défini la notion de fonction continue par morceaux sur R!
Seulement sur un segment.

La courbe bleue -cor-
respond a une fonction
s continue par morceaux.
/ S | La rougepen revanche
nadmet pas de limite
finie en x;, et donc
n'est pas continue par
morceausx.

F16. ANA.11.1. : Fonction continue (et non) par morceaux

Définition ANA.11.3 | Intégrale sur un segment d’'une fonction continue par mor-
— ceaux

Avec les notations de la définition précédente, on définit alors I'intégrale de la
b
fonction continue par morceaux f comme étant le réel noté f

fabf(x) dx, fm’b]f(x) dx) égala: '

f (ou encore

| "fde= Y [

Xpa1l’
k=0 Jxi k+1

On peut vérifier que ce nombre est indépendant de la subdivision choisie.
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Chapitre ANA11. Intégration

Méthode Justifier que Uintégrale d’une fonction définie sur un segment existe —— Définition ANA11.4 | Valeur moyenne & Valeur moyenne pondérée
Q Montrer que la fonction est : Soit f : [a, b] — R une fonction continue par morceaux.

»  continue sur le segment, » (Moyenne) On appelle valeur moyenne de f sur le segment [a, b] le réel :

»  ouquel'on peutla prolonger en une fonction continue, 1 b

»  ouencore quelle est continue par morceaux. P fa f.
Remarque 11— Changer une fonction en un nombre fini de points ne change pas » (Moyenne pondérée) Sip :[a,b] — R* est une fonction continue par
Pintégrale. On observe que si deux fonctions continues par morceaux sur [a, b] morceaux positive telle que :
sont égales sauf en un nombre fini de points — autrement dit elles ne sont pas dis- b
continues forcément aux mémes points — alors elles ont méme intégrale sur [a, b] : f p=1.

a

en effet, les prolongements aux bornes seront alors uniques, donc les intégrales as-

sociées seront égales. Alors on appelle valeur moyenne de f, pondérée par p le réel

. n b
Exemple 2 — Justifier I'existence et calculer f el dr. @ f p-f.
0 a

Exemple 3 — Par exemple, cela permet de donner un sens a la valeur moyenne d’'une

T
intensité électrique i sur un intervalle de temps [0,T] : % f i(t)dt, ou de toute
0

autre grandeur physique sur un intervalle de temps borné.

Exemple 4 —

»  Déterminer la valeur moyenne de sin et de sin® sur [0, 27].

»  Déterminer la valeur moyenne de t — ¢ sur [0,27] pondérée par p : t €
VALEUR MOYENNE. Les éléments qui suivent seront le coeur de la définition de 'espé- [0, 27] — ﬁ )
rance d'une variable aléatoire a densité. Nous savons déja «moyenner» des valeurs
discretes, a I'aide de séries, dans le cas continu on remplace essentiellement le sym-

bole ) par f
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Chapitre ANA11. Intégration

n Propriétés

— Proposition ANA11.2 | Propriétés de I'intégrale.

Soient I un intervalle et (a, b) € I?. Alors :
€°1OLR — R
b est une forme li-
ro— [
a

néaire, i.e. pour tout (f, g) € (€2, (I,R)? et (\,n) e R*, ona:

fab()\f+pg):)\fub+pfabg.

2. (Positivité) Sif € €%, R) et[a < bl alors:

1. (Linéarité) Lapplication 1 :

b
f=0 = f f=0.
3. (Croissance) Si (f,g) € (€% (I, R)? et|a < b}, alors :
b b
f<g = f f= f 8
a a

4. (Relation de CHASLES) Soient f € €% (I, R) et c € I. Alors :

[r-[refr

Preuve
1. Constater que siF et G sont des primitives de f et g, alors AF+uG est une primitive

de Af +pg.
2. SiF est une primitive de f, alors ’hypothése nous donne F' = 0, donc que F est

b
croissante. On obtient immédiatement f f =F(b)-F(a) =0puisque a < b.
3. Ilsuffitd’appliquerle résultat précédent alafonction g—f etd’utiliserlalinéarité.

c b
4. SiF estune primitive, alors f f =F(c)-F(a) =F()—-F(a)+F(c)-F(b) = f f+

Jr
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Exemple 5 — Intégrale a paramétre Pour tout x € R,, posons: A(x) = f Tr 2
0 X

La fonction A est bien définie sur R, et elle est décroissante.

Théoréme ANA11.2 | Inégalité triangulaire & Majoration de I'intégrale d'un pro-
— duit
Soit (a, b) € R? tel que etdeuxfonctions f € €%, ([a, b],R), g € €°,([a, b],R)
telle que g est bornée. Alors :

A= [

> ‘fabfgls sup |(¢g(x)|-fab|f|.2

x€la,b)

Preuve

20n rappelle que la borne supérieure d’'une fonction bornée désigne le plus petit des majorants.
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»  Ona-|f| <f <|f|. Donc en intégrant entre a et b, on déduit
b b b b b
[ [Cr< [0l = |[ A< [
a a a a a
»  Pourladeuxiéme, onpose M = sup |g(x)|, puis on écrit: |fhfg| < fb Ifg| <
x€la,b] a a
b b
[ mlrt=m [l
a a
Exemple 6 —

n

X
ﬁdx et]n =

1
1. Pour tout n € N, posons I,, = f
o 1+X

1
f x"arctan(l — nx) dx. Mon-
0

trons que les suites (nl,,) et (n],,) sont bornées.

2t

e

—dt.
t

X
Donnons un équivalent en 0% de la fonction F définie par F(x) = f

X
Indication : On pourra, par exemple, chercher a encadrer le numérateur de l'inté-

grande. Il sagit d'encadrerF pour x assez proche de zéro. Pour x € [0,1], x> < x,

les bornes de lintégrale ne sont donc pas dans le bon sens. Notons plutét G(x) =
t

xe . . .
-F(x) = / " dt et cherchons un équivalent de G. Puisque exp est croissante, on a
x2

x 1 x 1
Vx €]0,1], ex2/ —dtsG(x)sexf —dt
x2 T t

x2
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ou de maniére équivalente :
2
—Inx-e* <Gx)<-Inx-e".

On déduit alors un équivalent, puisque pour x €]0,1[ :

G(x)

—Inx-e* 2 x—0%
< x—x2 Xx—0
lnx.e

1< 1.

—Inx-e*

. 2
En conclusion : ‘ Fx) ~ . Inx-e* |
x—0

Théoreme ANA11.3 | Fonction positive d’intégrale nulle
Soit f : [a, b] — R. On suppose que f est continue et de signe constant. Alors :

b
1 f f=0 < festlafonctionnulle.

b
2. f>0 (resp.>0) = ff>0 (resp. < 0).

e Attention

La continuité est indispensable, continue par morceaux ne suffit pas.’

Pour une fonction continue par morceaux, on peut utiliser ce résultat au prolonge-
ment continu de la fonction, sur chaque sous-intervalle.

Preuve

1. Seule I'implication directe n'est pas triviale. On la montre pour f = 0 (quitte a
changer f en —f) en raisonnant par I'absurde. Supposons qu’il existe x, € [a, b]
tel que f(xy) > 0. Alors, en utilisant la définition de la continuité, on obtient I'exis-
tence de 1 > 0 tel que pour tout x €]x, — 1, X + 11,

f(xo) 3f(xp)

feoe 2 2

Ennotant g = @ﬂlxo—n,xom[’ on a alors f = g puisque f est positive, et donc

['rs [*s-m¥

g§=2n——
311 faudrait sinon remplacer « f est la fonction nulle» par « f est nulle sauf en un nombre fini de points »

> =3nf(xy) > 0.
dans la conclusion.
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Chapitre ANA11. Intégration

b
Donc f f > 0— contradiction. Preuve
a
2.
Remarque 1.2—  Lécriture d’'une fonction sous la forme Eq. (RFA) peut donner de

précieux renseignements sur f si on en connait certains sur f’. Voir 'exemple ci-apres.

m Lien entre primitive et intégrale

Exemple 7 — Inégalité des accroissements finis Soit f € €' ([a, b],R) avec a < bettelle

que f' soit bornée par M € R*. Montrer, en écrivant f comme intégrale de sa dérivée,’
Par définition de I'intégrale, il est nécessaire de connaitre une primitive pour la cal- e :

culer, il existe donc un fort lien entre les deux notions. Voyons lequel.

[f(b) - f(@| <MIb-al.
—— Théoréme ANA11.4 | Lien primitive / intégrale.
Soientlunintervalle, a € Iet f : I — R une fonction continue. Alors 'application

I — R
. X
F.x ff

a

est Punique primitive de f sur I qui s’annule en a et est de classe €. Par consé-
quent, si f est de classe 6" sur I, alors elle est égale a I'intégrale de sa dérivée :

viel, f-fl@=["r (REA)

0 Méthode Primitiver une fonction en utilisant une intégrale

Lorsque vous avez besoin d’'une technique d’intégration (intégration par parties

ou changement de variable par exemple) pour primitiver une fonctionf :I — R,  Les INTEGRALES A BORNE(S) VARIABLE(S). Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux
X

choisir a € I, puis calculer f f pour tout x € 1. intégrales de fonctions dont une ou plusieurs bornes de I'intégrales dépendant d’'une

a variable. Le théoréme ci-dessous est clairement hors-programme, il faut donc uni-

quement en connaitre la démarche de la preuve associée.

“Cette égalité est appelée assez pompeusement «relation fondamentale de I'analyse ». Pour notre dé-
finition de I'intégrale, elle est évidente. Mais pour d’autres définitions, il faut travailler pour I’établir. ®Mais on peut aussi appliquer I'égalité des accroissements finis
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Chapitre ANA11. Intégration

—— Théoréme ANA11.5 | Intégrale a deux bornes variables [H.P] Exemple 8 — Fonction d’'une variable dépendant d’'une intégrale Justifier que f,g
Soient I un intervalle, @ un point de I et f : I — R une fonction continue. Soient | sont dérivables, ou f, g sont définies ci-dessous, puis calculer leur dérivée.
par ailleurs u, v : ] — I deux fonctions dérivables sur J ou1 ] est un intervalle réel.

X
Alors la fonction 1. f:xeR— f V'1+ t2dt. En déduire les variations de f.
v(x) 0
> gix— f estdérivable sur] et sa dérivée est donnée par :
u(x)

v(x)
» Vxe], g'x)= ﬁ(f( ) f) =fwx)-v'(x) - f(ux)) - v (x).

Preuve (Point clef — Introduire une primitive de lintégrande)

Puisque f est continue, choisissons une primitive de f notée F.

2

X
2. g:xeR— arctan(¢?) dt. En déduire les variations de g sur R". [Z]

—-X

0 Méthode Calcul d’une intégrale a bornes variables

Soient I un intervalle, a un pointdel et f : | — R une fonction continue. Soient

par ailleurs u, v : ] — I deux fonctions définies sur J ot J est un intervalle réel.
v(x)

Pour étudier la dérivabilité de x € ] — f,on:
1. introduit une primitive de f, notée F. “e Exemple 9 — Fonction de deux variables dépendant d’une intégrale la fonction
2
y 1
2. Alors: f f=Fov(x)—Fou(x). i:(x,y) € R® — Taial dt est bien définie, de classe €', et déterminer son
—-X

3. Justifier la derlvablhte et dériver a I'aide la formule de dérivation d’'une com-
posée.

v(x)
4. On obtient in fine & (f f) =fov(x)v (x) — f o u(x)u'(x) — cette formule
u(x)
ne doit pas étre apprise par coeur, il faut savoir la retrouver en dérivant une
composée.

Un point important est que le résultat ne dépend pas de F; inutile donc de cher-
cher a calculer F explicitement.

gradient en tout point (x,y) € R%.
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Chapitre ANA11. Intégration

Preuve (Point clef — Intégrer la formule de dérivation d’'un produit)

Notons que les hypotheéses assurent que les fonctions intégrées (uv’ et u'v) sont
continues, donc intégrables, sur [a, b]. En regroupant les deux intégrales, on fait ap-
paraitre la dérivée d'un produit :

fabu’-v""f:u'-y: _/;b(”’-y'+u’-l/): Lb(uv)’(t)z[u'v]Z'

d’ot1 le résultat annoncé.

Q Méthode Quand utiliser Uintégration par parties?

Pour intégrer un produit de deux fonctions, dont I'une est facile a primitiver et
lautre est facile a dériver. Exemple : une exponentielle multipliée par un poly-
nome.

m Calculs d'intégrales Exemple 10 — Calculer les intégrales suivantes (ou x € R).

X
Nous avons vu précédemment que calculer une primitive revient a un calcul d’inté- 1. f arctan ¢ dt,
grale. Pour ces derniéres nous disposons de deux techniques principales de calcul : 0
I'intégration par parties et le changement de variable.

Notez bien que les deux théorémes qui suivent sont vraies pour des fonctions inté-
grées continues : pour les continues par morceaus, il faut les appliquer entre deux
points d'une subdivision.

m Intégration par parties

Théoréme ANA11.6 | Intégration par parties

Soient u, v : [a, b] — R deux fonctions de classe €. Alors :

b b
f u-v’:[u-v]Z—f u'-v.
a a

Attention
Toute intégration par parties doit étre justifiée.

X
2. tIn(£? +1) dz.
fo n(? +1) dz.| o |
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X
3. f (t> =t +3)e* dt. E
0 rd

X
4, f elsint dt.
0
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5. Calculer une primitive de t — 1;‘—{ sur un domaine a préciser.

m Changement de variable

~—— Théoréme ANA11.7 | Changement de variables.
Soient f : I — R une fonction définie et continue sur un intervalle I, et ¢ :
[a, ] — 1 une fonction de classe €' appelée changement de variables. Alors :

® (Y
[*" raau= [ remewae.
®@) N 7 «Onpose u=@(t)»

e Attention

Tout changement de variable doit étre justifié.

Dansla pratique, on réalise assez peu souvent un changement de variable en essayant
de «coller» a cette formule. On utilise plut6t les calculs formels ci-apres, qui corres-
pondant a la formule de changement de variable non-intégrée® :

«f)du = f)d(@®) = f @) (1) dt.»

SEt avec des gros guillemets, car cette version sans intégrale n'a aucun sens mathématique.
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Chapitre ANA11. Intégration

Ainsi, pour réaliser le changement u = ¢(¢), on commence par écrire formelle-

ment :
«du=d(@)=¢'(t)dt» — on calcule donc ni plus ni moins la dérivée de ¢!
Méthode Mise en place d’'un changement de variable

En pratique, on écrit les calculs formels ci-apres au brouillon” :

u (1)

du @' (t)dt
x=¢@ < =«
x=¢P) = t=p

en justifiant que o est de classe €'°. Ce n'est quaprés que l'on pourra écrire
'égalité :

® B
fw f(u)du=ff(cp(t))(p’(t)dt.

@)

Preuve (Point clef — Intégrer la formule de dérivation d’une composée.)
Notons que f et fo@.¢' sont continues surI et sur [, ] respectivement, ce qui assure
l'existence des intégrales. Introduisons une primitive F de f surI (il en existe puisque
f est continue). Alors F o ¢ est dérivable de dérivée F' o @.¢" = f o @.¢’. Ainsi :

(s

)
L, e de= [F)I55 = Fl@(B)) - Flp(a)
(0108

et
p
f Fle@) @' (1) dt = [Fo (p(t)]g =F(p(P)) —Flp(a)
d’ot1 le résultat.

Remarque 1.3 — On peut lire la formule de changement de variable dans les deux
sens

"IIs n’ont pas vocation a servir de preuve de la formule de changement de variable
8Le changement de variable vous sera donné dans la pratique

ﬁ/ Lycée Louis BARTHOU - Pau
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Soit on réalise un changement «implicite» en l'ancienne variable u, on pose
«u = @(t)» (de gauche a droite dans la formule), et parfois on peut avoir be-
soin d’expliciter ¢ en fonction de u, ou au moins de savoir exprimer les bornes
initiales comme image par ¢ de deux bornes o, 3 :

-1

B ()]
ff(u)du:fp Flp®)-¢' () dt.
a (9]

»  Soit on réalise un changement «explicite» en l'ancienne variable ¢, on pose
«u = @(t)» (de droite a gauche dans la formule). La formule de changement de
variable est donc ici assez peu utilisée, puisque I'on sait primitiver I'intégrande
f o x @' — c’est une dérivée de composée.

Exemple 11— Formule de changement de variable dans le « sens — »

1. Soit f : [-a,a] — R une fonction continue (ol1 @ > 0). Montrer que si f est paire,

a a
alors | f(x)dx=2 f f(x) dx. Que peut-on dire si f est impaire?
—-a 0

1
2. Calcul f\/l—Zd.
alculer o X x@
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Chapitre ANA11. Intégration

s n

o I /2
3. Soitl = f * cos? x dx. Montrer que I = f * sin® x dx, puis déterminer la valeur de 2. Calculer f sin® £ cos® r dr. Faisons le changement u = cos*(t), du =
0 0 0

—3cos?(t)sin(t) dt, et la fonction cos® est de classe €. Par ailleurs, sin®t = 1 —

1.
? cos?(t) =1 - u?"®, donc

/2 1 ro
[ singtcosztdt:——f (1—u2/3)du:
0 32

m Primitives usuelles

Dans les tableaux suivants, pour chaque fonction f définie sur un intervalle I précisé,
on donne une primitive F. Les primitives suivantes doivent étre connues par cceur, ou
a minima étre retrouvées rapidement.

Exemple 12 — Formule de changement de variable dans le sens «sens —» Comme
déja précisé dans une remarque, la formule de changement de variable n’est pas in-
dispensable dans ce cens, puisque 'on reconnait a chaque fois des dérivées de com-

posées usuelles. Cependant on va tout de méme rédiger ces deux exemples en utili- . Condition
sant un changement de variable. _ )+l
« (x —a)
i (x—a) Tarl la, ool at -1
4 el+ t . o
¢ 1
1. Calculer fl NG dt. In|x - al R\ (a} 4R
x—a
eax
e — R acR*
a
In [x| xIn|x|-x R*
. —cos(ax)
sin(ax) —_—
a
sin(ax) *
cos(ax) — R a€R
a
1
> arctan x R
x<+1

Q Méthode Essayer de se ramener a une notation sous forme de fonction puissance

Beaucoup d’expression peuvent se mettre sous la forme «(x — a)*» : la formule
de primitivation de cette expression est donc centrale.
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Chapitre ANA11. Intégration

Exemple 13— Déterminer, sur un ensemble a préciser, une primitive des fonctions
suivantes.

S
1 f:x Vi 2

2. g:x—»x(\/1+x2)3.®

0 Méthode Primitives de fractions rationnelles
1

. ) i ax’>+bx+c
ou a, b et c sont des constantes réelles et a # 0. Il suffit de discuter selon la valeur

du discriminant A :

1. si A > 0, alors on factorise le dénominateur pour se ramener a x —
1

(x—a)(x—P)

primitivent avec un logarithme.

On sait déterminer une primitive des fonctions de la forme x —

, puis on écrit la fraction comme somme de deux autres qui se

1
_ _ (x — a)?’
3. si A <0, alors on met le dénominateur sous forme canonique et on effectue
1

uw?+1

2. Si A =0, alors on factorise le dénominateur pour se ramener a x —

un changement de variable pour se ramener a u —

Exemple 14 — Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

1 1 1

_——_—_——____ _—— e —

) X .
2x2+x -1 4x%2 -4x+1 x2+x+1
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Chapitre ANA11. Intégration

Et enfin, nous rappelons une méthode usuelle concernant les fonctions trigonomé-
triques.
0 Méthode Calcul d’'une primitive avec des fonctions trigonométriques

1. Commencer par linéariser I'expression, a 'aide de nombres complexes si be-
soin.
2. Primitiver avec les formules usuelles.

Exemple 15— Déterminer, via deux méthodes, une primitive de x — cos® xsin x sur

un ensemble a préciser. @ . . .
m Sommes de RIEMANN & Intégration Numerique

La motivation premiére de I'introduction du calcul intégral fut celle du calcul d’airs,
et de volumes (pour les intégrales doubles). Pour le moment nous n’avons pas encore
réalisé cette interprétation, c’est I'objectif de cette sous-section. Commengons avec
un premier exemple : celui d’'une fonction constante.

b
Sif :[a, b] — R estune fonction constante égale a k € R, alors: f f=bh-a)k.
a

Maintenant si f est constante par morceaux, alors avec les notations de la Défini-
tion ANA.11.3, I'intégrale de f vaut :

n-1 X+l n-1
kzz"o ‘/’;k f|]xk,xk+1[ - kgfo(xk“ X0

ol a;, désigne la valeur que prend le prolongement continue de f sur [xy, X4, ,]- Cette
quantité est donc une somme d’aires de rectangles. Maintenant, dans le cas général,
nous avons le théoréme suivant.
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Chapitre ANA11. Intégration

y
k +-----------
| | |
T & I i] X
v,
S () Sa(f)
/ ¢ J bea b *

F1G. ANA.11.2. : Méthode des rectangles.

— Définition/Proposition ANA11.2 | Convergence des sommes de RIEMANN

1. Soitf : [a, b] — R une fonction continue. Pour tout n € N*, on appelle somme
de RIEMANN gauche (resp. droite) ou somme des rectangles gauche (resp. droite)
les quantités :

_ n—-1 _ _ n _
$i1=""2 % plar k220, sip=""0 5 plark0).
n r=o no =1
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Alors :
s == [, sip== ['r.

2. (Estimation de 'erreur dansle cas €') Sion suppose en outre que la fonc-
tion f est de classe 6", alors on a la majoration de I'erreur suivante :

['r-s.0| < o= i,

2n la,b]

427

oi1 S, (f) désigne I'une ou I'autre des sommes S (f), S4 (f).

Les quantités S5 (f) (resp. S2(f)) correspondent a la somme des aires des rectangles
verts (resp. bleus) sur le dessin précédent. Les points a = x,,...,x, = b sont espa-
cés d'un pas b;n“ et «découpent» donc I'intervalle [a, b] en sous-intervalles de méme
largeur.

Par ailleurs, connaissant une expression de f, il est alors trées facile d’en déduire une
valeur approchée de son intégrale sur [a, b] a I'aide d'un outil informatique.

Preuve (Point clef — Relation de CHASLES, majoration d’intégrales, inégalité
des accroissements finis)

La convergence dans le cas ol f est de classe €° est admise. Nous allons montrer la
majoration de l'erreur dans le cas 6" et, par exemple, pour la somme des rectangles
a gauche, ce qui suffira a prouver la convergence par théoréme d’encadrement : en
effet,

2
lim (b—a)sup If'| =o.

o0 n - ab

b-a

Ennotantx, =a+k pour k € [0, n], et M; =sup | f’|. Cette borne supérieure
la,b]
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existe puisque f' est continue sur le segment [a, b], elle est donc bornée. On a alors :

0<

fabf—sm\

n-1 X+1
> (f() = f(xp) de

k=0 v Xk

n-l1 X+1
Y [0 - )] de

' > inégalités triangulaires pour les sommes/intégrales

N

N

n-l Xk+1
Y M, |t - x;| dr
k=0 v Xk

n—-1 fr—x 2 | Xk+1
<YM, [—( i)
k=0 2 0
b - a)?
le( )
2n

Donc par théoreme d’encadrement, nous obtenons :

lim
n—oo

fabf—sﬁ(f)‘ =0.

Preuve (Dans le cas monotone)  (Point clef — Comparaison série-intégrale)
On propose une preuve dans un contexte simplifié, en supposant que f est mono-
tone. Supposons par exemple que f est croissante, alors soit k € [0, n — 1] alors par
croissance :
b-a
-

Vxe|la+k

Fd

“,a+(k+1)¥], f(a+kb—r_la)sf(x) sf(a+(k+1)
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Dans la fin de la preuve précédente, on a aussi finalement montré que si f est crois-
sante; les rectangles a gauche sont «en-dessous» des rectangles a droite, ce qui se
constate aisément sur un dessin.

Exemple 16 — Sommes de RIEMANN Identifier les sommes ci-dessous comme des
sommes de RIEMANN, et en déduire les valeurs données des limites.

1 i L ne 2@
. n2.
k:1n+k

5 nil n2_k2 Ne—oo T @
. ) 4.

INTEGRATION NUMERIQUE. Lorsque I'on ne sait pas calculer explicitement une intégrale,
nous pouvons I'approcher a I'aide d'une somme de RIEMANN comme nous venons le
voir. Avec les notations de Définition/Proposition ANA.11.2, la quantité S, (f) pour n

b
assez grand peut donc servir d’approximation de f f- On en déduit alors le script
a

Python suivant.
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Chapitre ANA11. Intégration

APPROXIMATION D'INTEGRALES PAR LA METHODE DES RECTANGLES Il existe beaucoup d’autres méthodes : celle du point milieu (méthode des rec-

tangles ot I'on choisit le milieu des intervalles comme hauteur), celle des trapézes

(les rectangles sont remplacés par des trapezes), de StmpsoN (les rectangles sont des

def rectangle RG(f, a, b, n): branches de paraboles). Une méthode sera d’autant meilleure qu’elle converge rapi-
e dement vers la bonne valeur théorique inconnue.

Méthode des rectangles (gauche)

Calcule la somme des rectangles gauche associée a f
S=0
h = (b-a)/n
for i in range(n):
S += f(athxi) n INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE
return Sxh

Méthode des rectangles (droite)

def rectangle_RD(f, a, b, n): ) b
win En lere année, et dans la section précédente, nous avons donné un sens f f avec
Calcule la somme des rectangles droite associée a f a, b deux réels, pour une fonction continue ou continue par morceaux sur [Zz, b]. On
e souhaiterait étendre la notion pour intégrer des fonctions continues définies sur I un
S =0 intervalle quelconque. Par exemple I = [a,+oo[ oul = [a, b, I =]a, b[. Disons-le de
h = (b-a)/n suite, comme pour les sommes inifinies de nombres réels, cela ne sera pas toujours
for i in range(1,n+1): possible. Regardons un premier exemple.
S += f(ath*i)
return Sxh

11 11
Exemple 17 — Est-il possible de définir f —dtet f —dr?
0 \/E ot
Les deux fonctions t — \/% ett — t—lz ne sont ni continues sur [0, 1] ni prolongeables

Par exemple,

>>> rectangle_RG(lambda x:x*%2, 0, 1, 10%%3) par continuité sur ce méme intervalle, il n'est donc pas possible de définir leur inté-

0.33283349999999995 grale avec la Section 1.
>>> rectangle_RD(lambda x:x*x2, 0, 1, 10%x%x3)

0.33383349999999995

1. Une idée est donc d’analyser l'existence éventuelle des deux limites suivantes :
Ce que l'on peut retrouver par le calcul.

1 1
23, = 11 11
fo Far s lim | —=dr, lim | —dr.

e—0 J¢ \/; e—0 J¢
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1
Ainsi, par ce biais, nous pouvons définir f

continue ou prolongeable en zéro. En revanche, ce n'est pas le cas de

o0
2. Peut-on, et comment, définir f

1

BCPST2 @ 2021 / 2022

1
—dret
NG

0

t

On constate que l'aire rouge
semble étre de plus en plus
grande lorsque l'on se rap-
proche de l'origine, alors que
la verte semble converger
vers une limite finie. En
langage sur les fonctions,
x — % diverge beau-
coup plus vite en zéro que
X — \/L} Plus précisément,

nous avons pour tout € > 0:

1 .
—df méme si t — 7 n'est pas

i
t

1
»—»i
2.

o ]
el 2]
j; t2

Chapitre ANA11. Intégration

Tout!'enjeu est donc, comme nous venons de le voir, de justifier l'existence des limites
précédentes. Et, comme pour les séries, les difficultés se présenterons lorsque nous
ne saurons pas primitiver les intégrandes.

a A
Toute fonction du type € > 0 — f f (resp. A>0— f f) avec f fonction conti-
€ a

nue sur [g, a] pour tout € et a (resp. pour tout a et A) est monotone si f est de signe
constant. Ainsi, d’apres le théoréme de la limite monotone, il nous suffira de mon-
trer qu’elles sont majorées pour justifier I'existence de leur limite quand € — 0 (resp.
A — 00).

Ainsi, nous aurons le méme type de résultats dans la suite que dans le Chapter ANA.10
sur les suites et séries :

»  des résultats sur les fonctions positives incluant un théoréme de comparaison
('hypothese sera vérifiée ou non grace a des équivalents, développements limi-
tés, efc.) comme pour les séries.

»  Puis nous passerons a l'extension aux fonctions a valeurs quelconques. La
convergence absolue des séries sera remplacée par l'existence de I'intégrale de
la valeur absolue, on parlera toujours de « convergence absolue».

m Généralités
m Intégrale impropre sur [a, b|

Cadre

Dans cette sous-section, les fonctions seront définies sur un intervalle [a, b|
avec a unréel et b € RU {+oo}. Par exemple: [0, 1[ ou [0, +oo].
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Chapitre ANA11. Intégration

— Définition ANA11.5 | Intégrale partielle

Soit f € €°([a, b[,R). Alors on appelle intégrale partielle de f en b la fonction

la,b| — R,
B — f:f.

— Définition ANA11.6 | Intégrale convergente/divergente

b B
»  Ondit que l'intégrale f f converge si Blin}] f f existe. On pose alors :
a —— b= Ja

['r=1im [r.

b
On appelle alors intégrande de f flafonction f.

a
La limite est alors appelée I'intégrale de f entre a et b.
Déterminer la nature de l'intégrale c’est déterminer si elle converge ou di-
verge.

La notion d’intégrale partielle est analogue a la notion de somme partielle, la termi-
b
nologie « f

a
a pas de vocabulaire analogue de la notion de «série» pour les intégrales (i.e. la suite

des sommes partielles).’

... converge» est analogue a «}_7" ... converge» mais en revanche il n'y

Définition/Proposition ANA11.3 | Intégrale faussement impropre

Soit f € €°([a, b[,R) et supposons que f est prolongeable par continuité en b, de

prolongement f. Alors :
b

b b
I'intégrale / f estconvergente, et : f f= f f
a a a
On dit alors que 'intégrale est faussement impropre en b.

b
Rappelons que f f était notre définition de I'intégrale dans la Section 1.
a

9Mais ce serait la fonction intégrale partielle.
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Preuve
B< b,

En effet, notons F une primitive de f ainsi que B € [a, b[. Alors, puisque

B B _
ff:ff(t)dt:F(B)—P(a)

" > carF est continue
B—b—

F(b) - F(a)
b
- f Fdr.

Int
Exemple 18 — Lintégrale f 1 dt est faussement impropre en 1.
1/2 1 —

D par définition de l'intégrale

1

Définition ANA11.7

b
Soit f € €°([a, b[,R). Lintégrale f f est dite impropre (ou généralisée) en b si :

a

b
4 f f converge, mais que
a
»  fn'est pas prolongeable par continuité en b.

Ladjectif «impropre» signifie qu’il y a un passage a la limite derriere, et donc que I'on
ne peut définir I'intégrale qu’avec la seule Section 1.

—— Définition ANA11.8 | Reste d’une intégrale impropre

b b
Soit f € €°([a, b[,R) telle que f f converge, on appelle reste en a de f frla
a a

fonction
R,
B b
L7 =)
a B

intégrale partielle

—_

la, b]

intégrale totale
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La définition est analogue a celle du reste (R,, =S —S,,) pour les séries (voir le Chap-
ter ANA.10).

Proposition ANA11.3 | Le reste d’'une intégrale convergente tend vers zéro (au
— point généralisé)

b
Soit f € €°([a, b[,R) telle que f f converge. Alors son reste tend vers zéro au
a

point ou I'intégrale est impropre, i.e.

b
lim f=0.
x—b- X
Preuve

La propriété précédente est donc identique a celle déja connue pour les séries.

Proposition ANA11.4 | Sigénéralisée en b, la borne du bas n’a pas d’'importance
Soit f € €°([a, b,R) et c € [a, b[. Alors :

b b
f f converge <— f f converge.
a c

La nature d’une intégrale impropre ne dépend donc que du comportement de f au
voisinage delaborne impropre. De-méme que sil’on enléve un nombre fini de termes
dans I'étude d’'une série, cela ne change pas sa nature.

Preuve

BCPST2 @ 2021 / 2022
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Exemple 19 — Etudier la nature des intégrales suivantes et déterminer leur valeur en
cas de convergence.

+00 1
[l
o 1+12

2. fi tan tdt.

0
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Chapitre ANA11. Intégration

m Intégrale impropre sur ] a, b]

Dans le cas d'une fonction f continue sur ]a, b] avec b un réel et a € Ru {—o0o}, on dé- )
finit de la méme maniere I'intégrale de f comme la limite éventuelle de fA ’ florsque 2. fo In(z)dt,
A tend vers a a droite. En particulier on appellera :
la,bl — R,
A fb 7. Lintégrande d'une in-

tégrale désigne alors encore une fois la fonction f.

1. intégrale partielle de f en ala fonction

b b
2, Etresteenade f f,lorsque f f converge, la fonction
a a

la,b] —

ey

3 sin(t)
t

Exemple 20 — Lintégrale f dt est faussement impropre en 3 @

0

21.3. Intégrale impropre sur ]a, b|

On traite dans ce paragraphe le cas d'une fonction définie sur]a, b[, avec a € Ru{—oc}

Exemple 21— Etudier la nature des intégrales suivantes et déterminer leur valeur en et b € RU {+oo}.

cas de convergence.

. fl fn(odr, @ — Définition/Proposition ANA11.4 | Intégrale doublement impropre
0

b
Soit f € €°(Ja, b[,R) (~oo < a < b < +00). On dit que I'intégrale f f convergesi:

c b
ce]a,b[, ff, et ff convergent.

On définit dans ce cas : f f= f f+ f f- De plus, la définition — du point

de vue de la convergence et de la valeur de 'intégrale — ne dépend pas du choix
dec.
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Chapitre ANA11. Intégration

+00

Preuve Montrons que la valeur de I'intégrale ne dépend pas du choix de c. En Exemple 22 — Lintégrale f
effet, sil'on choisit ¢’ € Rtel que ¢’ = ¢ par exemple et que les intégrales convergent,
alors :

+oo ]
[re oo [re [ | T mdi=n
=f:f+fcbf.

On montre de-méme que la convergence ne dépend pas du ¢ considéré.

dt est convergente, et de plus :
o0 1412

Remarque 21—  Puisque la définition vous autorise n'importe quel ¢, choisissez-en

(o0}
un qui vous arrange. Par exemple, pour I'étude de f el dt, il est plus intéressant
—00

d’étudier

[} 0
f e7lldr et f e ldy,
0 —00

+00
S Exemple 23 — Existence et calcul de f e !""1de.
que d’étudier -

o0

17

-l 3
e ''dr et e 't'dt.
u —oo0

e Attention Deux limites distinctes

A
Sia = —oco et b = +oo, il ne suffit pas que Alim f f existe et soit finie pour
e lin

garantir 'existence de 'intégrale, mais plutot que :

c B
pm O e s

existent et sont finies pour un certain c € R.

Urli contre-exemple tres s:omple existe : la fonctlor;ot — f. Pour tout A € R*, 1)y qura beaucoup d’analogies avec le cours sur les séries dans ce chapitre. Cepen-
f tdt = 0 et pourtant f tdt diverge puisque f tdt diverge. dant, voici une différence notable : il n'existe pas de divergence grossiere pour les
A e 0 intégrales.
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Chapitre ANA11. Intégration

Attention Différence avec les séries

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a,co[. Alors :

o0

J

Il n’existe donc pas de notion de «divergence grossiére» pour les intégrales.

f converge =+

fim (0=

Exemple 24 — Contre-exemple Considérons une fonction «triangulaire par mor-
ceaux» dont les triangles sont d’aires #, de hauteur 1, centrés sur le milieu du seg-
ment [n,n +1], i.e.

nz(x—n—%)+1 sixe n+1—i2,n+l,
fxX)=<-n (x n—%)—l sixe|n+3,n+3+-|,
0 sinon.

aires valant niz

F1G. ANA.11.3. : Graphe de la fonction f

Rappelons que la série (Z 2

de CHASLES, nous avons :
lx]+1 1
NS

&S

+001

ik
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) est convergente. Soit x = 2, alors grace a larelation
k=1

435

Donc les intégrales partielles sont majorées, la fonction f est positive, donc f est d'in-
tégrale convergente. Et pourtant, il est clair qu’elle ne converge pas vers zéro.

m Intégrale impropre en un nombre fini de points

Définition ANA11.9 | Intégrale d’une fonction continue sauf en un nombre fini
— de points
Soit f :]a, b[— R (—oo < a < b < +00). On suppose qu'il existe une subdivision
a=Xy<X <X,<- <X, <Xx,=Dh,ettelle que, pourtout k € [0, n—1], f est
définie et continue sur chaque intervalle | x;, x;,;[. On dit que f est continue sur

la, b[ sauf en un nombre fini de points.
Xk+1

f

b
»  On dit que l'intégrale f f converge si, pour tout k € [0,n - 1],
a

converge.
»  En cas de convergence, on pose
f f Xk+1 f

Remarque 2.2 —

»  Lhypothése ne signifie pas que f est continue par morceaux : on ne suppose
pas que f est prolongeable par continuité aux points x; (mais certaines peuvent
I’étre), les intégrales intervenant dans la somme ne sont donc pas «faussement
impropres».

Le résultat ne dépend pas de la subdivision choisie.
11 faut vérifier la convergence de toutes les intégrales aux bornes ot elle est gé-
néralisée.

Exemplle 25— Que faut-il étudier comme intégrales pour étudier la convergence de

+oo In(1)

dt? Nous réaliserons I'étude complete plus tard. @

)

t-2
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VALEUR MOYENNE GENERALISEE. On généralise ici sans peine la notion de valeur
moyenne sur un intervalle quelconque, en cas de convergence.

— Définition ANA1110 | Valeur moyenne & Valeur moyenne pondérée

Soit f une fonction continue sauf éventuellement en un nombre fini de points sur
un intervalle I de la forme la, b, [a, b[ ou ]a, b[ avec (—oo < a < b < +00), ainsi
que p : [a, b] — Rune fonction continue sauf éventuellement en un nombre fini
de points telle que :

b
fpzl.

En cas de convergence de I'intégrale, on appelle valeur moyenne de f sur1 pon-
dérée par p le réel :

fabi%f.

Cette définition sera la base de la définition de 'espérance pour les variables aléa-
toires a densité dans le Chapter ALEA.14.

Exemple 26 — Déterminer la valeur moyenne de t — ¢ sur R* pondérée parp : t €

2
R* — \/#ane‘t?. (On admettra que p est d’intégrale 1)

BCPST2 @ 2021 / 2022
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m Intégrales de référence

Tous les résultats, saufle tout dernier sur I'intégrale de Gauss, qui suivent doivent étre
vus comme des exercices, aucun résultat sur les intégrales usuelles n'est clairement
au programme de BCPST.

Proposition ANA11.5 | Intégrande exponentielle décroissant vers zéro [H.P]

+00
Soit a € R. Alors f e “"dr converge <= a>0.
0

rd

Preuve

Le résultat ci-dessous précise la convergence des intégrales asso-
ciées a des fonctions du type t — tiu avec o € R. Rappelons-
nous que nous avons établi en introduction les natures suivantes
11 . oo 1
’ — dr  diverge 4 —dr converge
o 12 L 12 ’
1

1 o ]
» f —dt converge, » f —dt diverge.
0 \/E o t?

Il semble donc se dessiner deux critéres suivant que I'on se place autour de zéro, ou
au voisinage de +oco. Précisons cela.
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Chapitre ANA11. Intégration

Proposition ANA11.6 | Intégrales de RtEMANN [H.P|
Soita € R. )
(o 0]
1. (Caractere impropre en +00) f o dt converge <—
1

a>1.

11]
2. (Caractere impropre en zéro) f a dt converge < a<l.
0

e Attention

Vous devez savoir refaire la preuve de cette proposition pour la valeur de o consi-
dérée.

Attention

Le critere au voisinage de +oco est le méme que pour les séries. En revanche, en
zéro, la convergence a lieu pour les valeurs strictement inférieures a 1.

Preuve Al N
1. Soit A > 1. Calculons f t—adt = f t~%dr =
1 1
tl—(x A 1- o _ .
A sia+1,
[1“*]1 = Y . On constate alors que, lorsque A — oo,
In|t |] =IlnA sia=1

Al
f pro dt converge vers une limite finie si et seulement sil —a <0 i.e.a < 1.
1

11 1
dar = ff“dt -
rx €

sia+1,

. On constate alors que, lorsque € — 0+,
sia=1

2. @ Soit € > O.

== (1-¢"79

1-a e 1
[In|7]]! = —Ine

11
f pr dt converge vers une limite finie si et seulementsil —a>0ie o <1.
€

Calculons : f
€

-]l

Le résultat suivant est admis, cette intégrale interviendra dans un chapitre ulté-
rieur.

Théoréme ANA11.8 | Intégrale de GAuR
2 +oo 2
e‘tf dt est convergente, et f e‘t? dr = /2.

(o)

+00
Lintégrale f

—00

Preuve La valeur est admise, la convergence est provisoirement admise.

ﬁ/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

m Propriétés des intégrales convergentes

— Proposition ANA11.7 | Propriétés de I'intégrale.

Soenta,b e R(—co<a < b < +oo) tels que a # b. Alors :
1. (Linéarité) Lensemble des fonctions f des fonctions définies et continues
(ou éventuellement sauf en un nombre fini de points) sur ]a, b[ ([a, b[ ou

b
la, b]) telles que f f converge est un R-espace vectoriel sur R, et 'application

b b
f— f est une forme linéaire sur cet espace, i.e. si / fet f g convergent

avec f, g continues (ou éventuellement sauf en un nombre fini de points) sur

la,blet A,pn €R, alors f (Af + 1g) converge aussi et

Lb(i\fwg):)\f:fwfg-

2. Avec les mémes notations que précédemment,

b b b
4 si f f converge et f g diverge, alors f (f + g) diverge.

b b
4 Si f fet f g divergent, on ne peut pas conclure pour la nature de
a a

b
f f+8.
a
3. (Positivité) Soit f définie et continue sur [a, b[([a, b[ou]a, b]) ou éventuel-
b
lement sauf en un nombre fini de points. Si f f converge, et si f est positive,
a

b
f=0.

Avec les hypotheses précédentes, si, pour tout ¢ €]a, b[ ([a, b|

alors on a
a
4, (Croissance)

b b
oula, b)), f(t) < g(¢), et les intégrales f fet f g convergent, alors

fabefabg-

b
5. (Relation de CHASLES) Soit ¢ €]a, b[. Si f f converge, il en est de méme
a
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c b
deffetff,etona:
a c

[r=[r+[r

Preuve Nous admettons toutes ces propriétés qui découlent de simples pas-
sages a la limite dans celles que nous connaissons déja pour 'intégrale sur un seg-
ment.

Attention

On veillera donc, avant d’invoquer la linéarité de I'intégrale pour des intégrales
généralisées, a justifier la convergence de toutes les intégrales apparaissant dans
le calcul.

Chapitre ANA11. Intégration

Preuve

m Calculs d’intégrales

Nous cette sous-section, nous voyons comment intégrer par parties et réaliser des
changements de variable dans les intégrales généralisées.

+00 1
Exemple 27 — d’égalitéillicite Lintégrale f P dt est convergente mais on ne
1

b
t(t+1)

+oo dt

r+1

+oo dt
t

f1+oo(1 1

;__

peut pas écrire :
r+1 fl

+00
J Jar= |
1 1
interdit

car les deux intégrales du membre de droite sont divergentes.

Enfin, nous pouvons généraliser sans peine la relation fondamentale de I'analyse

dansle cas ot1]'une des bornes est infinie. Cela nous servira notamment dans le Chap-
ter ALEA.14.

—— Proposition ANA11.8 | Intégrale généralisée a une borne variable

Soit f € €°(R,R) telle que f * f converge. Alors :
(e 0]

» lafonction
X
g:xeR— f f est bien définie.
—00
»  gestdérivable sur R et sa dérivée est donnée par :

Vxel,

d (f_;f)=f(x).

§(x)= dx

BCPST2 & 2021 / 2022
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2.31. Technique d’intégration par parties

En pratique, les intégrations par parties se feront foujours en revenant a des intégrales
sur un segment, et en passant a la limite dans les bornes ensuite (ce qui montrera
alors la convergences des intégrales généralisées qui apparaissent dans le calcul). La
formule déja connue reste donc vraie.

Méthode intégration par parties pour les intégrales généralisées

1. Revenir a une intégrale partielle.
2. Utiliser la formule déja connue sur le segment.
3. Chercher a passer a la limite.

Attention
Toute intégration par parties doit étre justifiée!

+o00
te”tdr.

Exemple 28 — Calculer f
0
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m Changement de variables

Pour simplifier, on énonce la formule de changement de variable dans le cas d’in-
tégrales généralisées en deux points. Puisqu'une intégrale sur un intervalle du type
la, b] ou [a, b[ peut étre vue comme généralisée sur ]a, b|, la formule est donc vraie
pour tout type d’intégrale généralisée.

~—— Théoréme ANA11.9 | Changement de variables

Soit (a, ) € RuU {00} tel que a < P, et ¢ une fonction, appelée changement de
variables, de classe €' strictement monotone sur ], B[ de limites :
a=lime, b=Ilime.
ot B+

Soit de plus f € €°(a, b[,R) (si a < b) ou f € €°(b,al,R) (si a > b). Alors les
intégrales

b
fﬁf(cp(t))-cp’(t)dt et ff(u)du sont de méme nature,

et en cas de convergence :

fwdu= | fe@®) ¢')dt.
f \f/ «Onpose u = @(t)»

Attention
»  Tout changement de variable doit étre justifié!
»  Unchangement de variable peut transformer une intégrale simple en inté-
grale généralisée et vice-versa. Dans ce cas, a condition de le remarquer, la
convergence des deux intégrales est immédiate.

Preuve Ecrivons tout d’abord la formule de changement de variable déja connue
sur les segments. Soient alors x €]a, B[ et y € [x, B, alors puisque ¢ est de classe €" :

ff(?)f(u)d“ _ fyf((p(t))-tp'(l‘)dt' (ChgtVarSeg)
Plx *
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Constatons également que par hypotheése ¢ réalise une bijection de Ja, [ vers ] a, b[.

b
Supposons que f f(u)du converge, i.e. pour tout ¢ €]a, b|, les intégrales
a

c b
ff(u)du ff(u)du convergent.

)
f(u)du admet une limite lorsque y —
@)

B—, donc c’est le cas aussi de y — f fle(t)) - ¢'(¢)dr d’apres (ChgtVarSeg). Ceci

étant vrai pour tout x, et comme ¢ est bijective donc tout réel c €]a, B[ s’écrit sous
la forme ¢(x) pour un certain x, on obtient que :

Ainsi, par hypothese la fonction y —

Ve €la, Bl fﬁf((p(t))-(p’(t)dt converge.

)
f(u)du lorsque x — a+, on obtient que
@x)

En faisant de-méme pour x —

Ve €la,pl, [Cf((p(t)) -¢'(t)dt converge.

On montre exactement de la méme facon, i.e. en exploitant (ChgtVarSeg)

b
que si f f(u)du converge, alors f Fl@)¢'(t)dt converge aussi. Enfin, repre-

nons (ChgtVarSeg) : pour x €]a, B[ et y € [x, B[, nous avons

Y fuydu = f Flo() -/ (1) dt.

P(x)

Donc en faisant x — «, on déduit

)
" ey du = f " rown @' dt,

puis le résultat en faisant y — .

On notera que, étant donné que ¢ est une bijection de Ja, B[ sur ]a, b[, nous avons
}im ®(t) =aet limﬁcp(t) = b dans le cas ol ¢ est strictement croissante (et I'inverse
—Q —

sinon). C’est ce point qui est utilisé de maniere centrale dans la preuve et qui n'a pas
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lieu d’étre sur un segment car on ne passe pas a la limite.

e Attention

Lhypothése de monotonie est cruciale. En effet, si on réalise le changement de
variable ¢ = u? dans

1]
Il:f _du,
-1uU

01
qui diverge (car par exemple f = du diverge ), alors on obtiendrait que I; a

meéme nature que

o f 1 dr =0 ~—— Corollaire ANA111 | Conséquence a l'aide de la parité
T2 T 1. Soit f une fonction continue sur un intervalle | — a, a[ avec a €]0, +oo]. Si f est
a a
qui elle, converge paire alors f i f f sont de méme nature et, en cas de convergence :
’ ’ -a 0
a a
Exemple 29 — Déterminer la nature des intégrales suivantes a 'aide du changement f=2 f f.
-a 0

de variable indiqué. Les calculer en cas de convergence.
2. Soit f une fonction continue sur un intervalle ] — a, a[ avec a €]0, +o0]. Si f est

+o00 1
1 I= ———du. Indication : On posera u = tan(t @ . . a a R
fo (1 + u?)? sdication - Unp (2 impaire alors f f f f sont de méme nature et, en cas de convergence :
-a 0

a
f=o.
—a

Preuve Nous faisons la preuve dans le cas pair, l'autre est identique. @

+00 1
2. 1= f ——dt. Indication : On poserat = e".| p®
s tn() TR NP

+00 2 T +00 T
Exemple 30— On a f e zdr = \/E et f e dr = g Puisque
0 0
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Chapitre ANA11. Intégration

t

2 +00

la fonction t — e~ 2 est une fonction paire, et que f 3 dt converge,'’ alors Lafonction x € [a, b[— f f estdonc croissante, et sa convergence (la convergence
—0o0

de I'intégrale donc) se réduit a son éventuel caractére majoré (d’apres le théoreme de

convergence monotone pour les fonctions). Le méme constat peut étre fait pour une
intégrale généralisée en b par exemple, ou méme généralisée en les deux bornes.

+00 2 1 [+oo 2 1 T
f e—%dt:—f e‘t?dt:—\/27t= \/ 5k En résumé :
0 2 J- 2 2

les intégrales partielles d’'une intégrale de signe constant sont monotones!

+oo 42
f e” z dt converge également. De plus,
0

) . too g2
Faisons le changement de variable «u = \/LE » dans f e z dt, ce changement de va-
0

riable est possible puisque la fonction t — \% est €' strictement croissante. Ainsi, On déduit alors immédiatement le théoréme suivant.

Proposition ANA11.9 | Convergence des intégrales de fonctions positives

Soit f une fonction continue et positive sur [a, b[ (resp. 1a, b]). Alors :

+00 2 +00 +00 T
f e zdr= \/Ef e du — f e % du = g |
0 0 0

b X
f f converge <= lafonctionx — f f est majorée sur [a, b| ( resp.
a a

b
X — j); fsur]a,b]).

Intégrales de fonctions de signe constant

COMPARAISON D'INTEGRALES DE FONCTIONS POSITIVES.

Cadre ~—— Théoréme ANA11.10 | Comparaison des intégrales de fonctions positives
Nous nous intéressons dans cette section aux intégrales de fonctions posi- Soient f, g € €¢°([a,b]) oula,b] oula, b|, positives, telles que pour tout ¢ € [a, b|
tives, et continues sauf éventuellement aux bornes.'' Les résultats analogues (oula,b])oula,b],

s’appliquent aux fonctions négatives en considérant f -=N.
0=<f(r)<gle).

Comme pour les séries, I’étude spéciale des intégrandes positives est motivée par le
fait suivant; I'intégrale partielle d'une intégrale de fonction positive est monotone.

b b
Soit donc f une fonction continue et positive sur [a, b, alors pour tous x < y tels que »  Silintégrale f f diverge, alors I'intégrale f g diverge.
x,y€la,bl: a a

y x y y x Preuve Commengons par traiter le cas ot f, g € €°([a, b]).
[r-[r=[rz0 = [r=]r.
a a X a a P

b b
»  Silintégrale f g converge, alors I'intégrale f f converge.
a a

4

19Résultat toujours admis pour le moment
Pour les fonctions continues sauf en un nombre fini de points, il suffit d’appliquer ces résultats a
plusieurs intégrales
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4 On contrapose simplement la premieére partie.
Lecasf,g € %¢°(1a, b)) se traite de la méme maniére. Enfin, supposons que f,g €
€¢°(a,b).

b

c b
4 Si f g converge, alors pour tout ¢ €]a, b|, f g, [ g convergent. Donc en ap-
a a c
c b
pliquant les deux cas précédents, on déduit que pour tout ¢ €]a, b, f b f f
a c
convergent aussi. Ainsi, f f converge.
> On contrapose simplement la premieére partie.

Lutilisation du théoréme de comparaison se fera en général au travers de deux
moyens :

»  soit on vous a fait trouver un encadrement (ou alors elle est évidente comme
dans les exemples précédents),
»  soitonutiliselaformulation avec des équivalents ci-apres. Elle est officiellement

[H.P|, comme pour les séries, mais les sujets la nécessitant 'admettent en pré-
ambule d’exercice.

Corollaire ANA11.2 | Comparaison des intégrales de fonctions positives avec ~
— [H.P]
Soient f, g € €°(la, b)) (resp. 1a, b)) positives, et telles que

f) ~ g, (resp. f0) ~ g0):

Chapitre ANA11. Intégration

Attention Faux si les fonctions ne sont pas positives

Pour les fonctions qui ne sont pas de signe constant, les théoréemes de comparai-
son ne s'appliquent pas : considérer sur [1, +oo| les fonctions f, g définies par :

sin(t) sin(f)
N Vi

Elles sont équivalentes en +oco mais leurs intégrales ne sont pas de méme nature.

|sin(#)|
—

Vit € [l,+o0l,

f)= gt)=

Preuve (Point clef — Traduire l'équivalent a Uaide d’une inégalité)
Faisons par exemple le cas ou f, g sont définies sur [a, b[, supposons que f () o

f(t) t—b

g(1). Cela signifie que g(¢) est non nulle pour ¢ assez proche de b et que = G 1,
ie.
t 1
In>0, Vielb-n,b+n], ]2—1‘ <=
g 2

En choisissant € = % on constate que pour t assez proche de b, g ((3 est entre et 3.
1 t 1 1 t 3
In>0, Vtelb—-nb+nl, - <&— = _<&<_.
2 g 2 2 g 2
L n L “ \
r M | L (4
0 1 1 3
2 2
f@

F1G. ANA.11.4. : Le quotient est dans cet intervalle, au moins pour ¢ assez proche de ¢,

g()

Donc pour ¢ assez proche de b, on a finalement 'encadrement ci-apres :

3g(t)
2

t
& <f(t) < (%)

On peut a présent appliquer le théoreme de comparaison.
b

4 Supposons que

b b
Alors : f f et f g sont de méme nature.
a a

On utilisera donc ce résultat uniquement si 'énoncé vous le permet.

BCPST2 @ 2021 / 2022

fa f converge, alors puisque 0 < % < f(¢) pour t assez
proche de b — partie gauche de (%) — le théoréme de comparaison livre que
b

b
f g converge et donc la convergence de f g.
a a
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b
» Supposons que f f diverge, alors puisque 0 < f(£) < @ pour ¢ assez proche
a

b3
de b — partie droite de (%) — le théoreme de comparaison livre que f 7g
a

b
diverge et donc f g diverge.
a
On a donc montré que les deux intégrales ont la méme nature.

Exemple31— Déterminerlanature desintégrales ci-apres, en appliquant le théoréme
de comparaison si une inégalité est évidente, ou le critere sur les équivalents sinon.

o Int
1. Linté 1f L 4t diverge.
n egra e . " IVerge @

+o0

2
2. Lintégrale f ez drest convergente. @

—00

“Définition de la limite avec «e = } »

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

: : +eo In(t)
3. Retour sur I'Exemple 25. Existence de f 71 de? @
0 _

Méthode Convergence d’intégrale a intégrande exponentielle décroissante

Soit f : R — R une fonction telle que f (1) =% 0. Alors::
1. t2e7® =% 0 par croissances comparées,
2. doncpour rassezgrand, e /¥ <1 = o0<e’P <.
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Chapitre ANA11. Intégration

)

o ] R . Preuve Nous avons :
3. Comme 2 d¢ converge, le théoréeme de comparaison donne la conver-
1

gence de fwe—f(t)_lz ~Ifl<sf<lfl = os<r+|f]<2lf]

1

Ainsi l'intégrale f ’ (f +f |) est d’intégrande positive, tout comme f ’ If| qui
a a

converge par hypotheése, donc en appliquant le théoréme de comparaison, nous dé-

. . duisons que:
m Fonctions de signe quelconque & Convergence absolue

b
f (f + |f|) converge.
. 2 . . , . a
Nous considérons de nouveau dans cette section des fonctions non forcément posi-
tives. Nous allons regarder une notion de convergence plus forte que la convergence

b
s _ : ] Mais comme f = (f +f |) —|f], Vintégrale f f s’exprime alors comme la différence
des intégrales partielles : il s’agit de la convergence absolue. a

de deux intégrales convergentes, elle est donc elle aussi convergente.

Définition ANA:11.11 | Intégrale absolument convergente

1
Soit f une fonction continue définie sur ]a, b, [a, b[ ou ]a, b]. On dit que I'inté- | Exemple 32— Lintégrale fo

1
sin (;) dt est absolument convergente.

b b
grale f f est absolument convergente (ou que f est intégrable) si f | f (t)| dt
est con‘i/ergente. ¢

b
Remarque23—  Lintégrale f | f(t) | dr estd’intégrande positive, tous les critéres
a

vus précédemment s'appliquent donc.

— Définition ANA1112 | Intégrale semi-convergente

Soit f une fonction continue définie sur ]a, b|, [a, b[ ou ]a, b]. On dit que l'inté-

b b b
grale fa J est semi-convergente si fa f converge mais pas fa |f (t)|dt. Exemple 33— Montrer, a l'aide d'une intégration par parties, que l'intégrale

+oo sin(f)
[ " dt est convergente.
0

~—— Théoréme ANA1111| La convergence absolue implique la convergence
Soit f une fonction continue définie sur ]a, b, [a, b[ ou ]a, b].

b b
f f estabsolument convergente — f [ estconvergente.
a a

Autrement dit, toute intégrale absolument convergente est convergente.

2 Attention a bien démarrer I'intégrale a une borne strictement différente de zéro, 1 par exemple.
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Chapitre ANA11. Intégration

Exemple 34— Déterminer la nature et la valeur en cas de convergence de

+oo sin(t%)
f_oo 3 de.|#

— Proposition ANA11.10 | Structure d’espace vectoriel

b
Soient f et g deux fonctions définies sur ]a, b|, [a, b[ ou ]a, b] d’intégrales f fet
a
b
f g absolument convergentes et (A, u) € R%. Alors :

f (Af + pg) est absolument convergente.

»  En particulier, 'ensemble des fonctions définies sur ]a, b|, [a, b[ ou la, b]

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

d’intégrales absolument convergentes est un espace vectoriel.

Preuve @

— Proposition ANA11.11 | Inégalité triangulaire généralisée

b
Soit f une fonction continue définie sur la, b, [a, b[ ou ]a, b]. Si f f est absolu-
a

ment convergente, alors :

445

Uabf’sfabmmdt.

Preuve
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Chapitre ANA11. Intégration

m Plan d’étude d’une intégrale

0 Méthode Plan d’étude d’une intégrale

Soit f continue ou continue sauf en un nombre fini de points sur ]a, b[ ou [a, b[
oula, b] (—oo < a < b < +oo.1ls'agit de se poser les questions dans I'ordre suivant
afin d’analyser l'existence de l'intégrale.

A
1. Suis-je capable de calculer'intégrale f f (ou f ! f enfonction du cas ), oules
A

a
deuxdansle casde]a, b[) explicitement pour A dans'intervalle d’intégration ?

Si oui, on la calcule et on analyse I'existence d'une limite en A.
2. Sinon, et ce sera 'immense majorité des cas, on se demande si :

» elle est positive, dans ce cas on essaie de la majorer ou minorer par
une fonction simple dont on connait la nature de 'intégrale. On utilise
éventuellement des développements limités et relations de comparai-
sons pour cela.

» elle n’est pas positive, on étudie la convergence absolue.

* % % Fin du chapitre *x %%
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n EXERCICES Soit le systeme de conditions

a=3, b+c=1, -2b+3c=-7.

Exercice ANA111 | Vrai ou Faux? o . . L.
Apres résolution : 5¢ = —5,¢ = —1 puis b = 2. Ainsi,

-

. Une primitive de x — cos(—x + 1) est x — sin(x — 1).

i imiti —_ X —_ 1 1 2 1
2. Soit n € N. Une primitive de x @@+ estx — 50— (2T Vxel-3,2[, f(x)=3+ _
2 5 x+3 x-2]
3. f xdx =—,
1 2 2. La fonction f est continue sur [0, 1], en tant que quotient de telles fonctions dont
4, Si f est continue sur [0, 1], alors hm 1 ) Y f f f)de. le dénominateur ne s’annule pas, donc I'intégrale existe bien. Et par linéarité de
. l'intégrale :
5. Lintégrale f —7; dx converge.
1 dx
f f= f 3dx+2 f
x+3 Jo x-2
— 1
m Intégrales sur un segment =3+2[Inlx +3|]; - [In]x -2[]
=3+2In4-2In3+1n2
Exercice ANA11.2 | Avec décomposition d’une fraction rationnelle On considere la _ [ 3+5In2—2In3 ]
3x%+4x-25 .

fonction f définie sur ] —3,2[ par f(x) = pour tout x €] —3,2[.

x2+x-6

1. Montrer qu'il existe trois réels a, b, ¢ que 'on déterminera, tels que

b c .
Vxel-3,2[, f(x)=a+ 13 + > Exercice ANA11.3 | Changements de variables
X X -
/2 /2
P . 1 1. Montrer que f (cost)" dt = f (sing)" dt.
2. En déduire I'existence et la valeur de f f)dx. Jo ) 0 .
0 2. Calculer les intégrales suivantes par changement de variable.

Solution (exercice ANA.11.2) [/ 21) f ¢ ln_t dr,
1

1 dx .
2.2) f ———, Indication : Poser x = tant.
o (L+x2)32° ———————

¢ ax+3)(x-2)+bx-2)+c(x+ 3) Solution (exercice ANA.11.3)  |F P

1. On cherche a, b, c de sorte que :

b
Vxel-3,2, f(x)=a+ +

X+3 x-2 (x+3)(x—-2)
En développant puis en factorisant numérateur suivant les degrés, on déduitla ¥ Fals'ons le changement de variable u = § -, la fonction x — % — x étant €', on
condition : obtient :
/2 0 T w2
Vxel-3,2[, a-x*+x(-2a+3a+b+c)+(—6a—-2b+3c)=3x*+4x - 25. j; (cosr)" dt = fn/z (COS(E - u)) (—du) = fo (sinr)” dr.
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n/2 W 1. Soit k e N*. Alors:
Donc f (cost)* dt = f (sin®)™ dt. ol ors
: - . . . Vx e[k, k+1], In(k)<In(x) <In(k+1).
2. 21) Posons u = T du = —z- Donc comme ¢ € [1,e] — ; est de classe €, on
déduit que : Donc en intégrant entre ket k + 1 :

k+1
fe h;—zt dr = f”e(—ln u)(—du) = flle Inudu. In(k) < fk In(x)dx <In(k +1).
1 1 1

Sommonsentre k=letk=n:

n noork+l n
Y (k) < Y. f In()dx < Y In(k + 1),
elnt 1/e I 1 2 k=1 k=17k k=1
f—dtz[ulnu—u]1 =————+1=1--| . ) .

1 t? e e e Puis par propriété du logarithme et relation de CHASLES,

In(n)) < f"“ln(x) dx <In((n + D).
1

Puis en utilisant une primitive du logarithme, on obtient :

1 dx
2.2) f ————. Faisons le changement x = tant,dx = (1 + tan?(¢)) dt. Donc
0

(1+ x2)3/2 '
comme tan est de classe 6" sur [0, X1, on déduit : On peut ensuite remettre le terme souhaité au milieu :
n x 1
fl dx et +tan®(¢))dt _ fz dr ‘ fn In(x)dx < In(n!) < f’” In(x) dx.
o (L+x2)%2  Jo (I+@n?(0)¥?  Jo /11 tan2(r) ! !
2. On sait qu'une primitive du logarithme est x — xIn(x) — x sur R**. Donc
. 2 _ 1 2 _ 1 :
Mais comme 1+ tan® = 5, on a V'1+tan® = . Donc puisque cos est ; el
positive sur [0,7t/4],ona: [xInx) - x]{ <In(nd < [xIn(x) - x]§
D’ou, apres calculs :
= = =\ - < IS - :
b (1+x2)32 A 0 2 nln(n)—n+ nn)<snm+)Inn+1)-(n+1)+
................................................................................ Et enﬁn’ en mettant n ln n en faCteur :
1 1 In(n) (m+1DInn+1) n
1-—+ < < -——. (¥%)
. ) ] L. Inn nlnn  nlnn ninn Inn
Exercice ANA11.4 | Intégrale au service d'un équivalent Mai
ais
. n | n+1 . )
1. Montrerque: VneN~, f1 In(x)dx < In(n!) < fl In(x)dx. n+1DInn+1) In(n+1) In(n) +ln(1 + ;) 1. ln(l + ;) oo
2. En déduire que: In(n!) o nin(n). nlnn n—oo In(n) Inn nn .
Solution (exercice ANA.11./) | Le théoreme dencadrement dans () permet alors de conclure
In(n!) ~ nln(n).
n—oo
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................................................................................ Unzlnih(k), I"ZIh(kﬂ)

1. Vérifier que h est croissante.
2. Montrer que pour tout k € {0,...,n—1},

1 k (k+1)/ k+1
—h(—)sf ' nh()dt\—h( * )
n n kin n

Exercice ANA11.5 | Déterminer la limite quand n — +oo des suites suivantes :

1
n

v, = ﬁ(1+§)

k=1

1
n

3. Endéduireque: VneN*, U,<]J<V,.

Solution (exercice ANA.11.5) ..................................................... 4, Vérifier que pourtoutn =1:

=y =" ) Uy +Va| _ h(D) -~ h(0)
n - = .
o n?+ k? 2 2n
1z 1 3
= n > Y 5. 2% Ecrire une fonction qui prend en parametre et qui retourne une valeur ap-
k=1 L . N N
L+ (") cart — 1 est continue prochée deJ a € pres. .

n—00 | L 6. Que représente géométriquement la quantité —"; 172

dt = [arctan]) = —.

2
o 1+t 4 Solution (exercice ANA.11.6) |

Pour la seconde, on va plutdt passer au logarithme pour faire apparaitre des
sommes.

1. Soit ¢ € [0,1]. Alors

1 Z k
lnvn=—1nn+—zln(1+;)- ef(l+t)—e  t-e

n i H(t) = = >0
. L (t+1)? (r+1)2
Or, puisque x € [0,1] — In(1 + x) est continue, il vient
Donc[ h est une fonction croissante. ]
n—oo 1 1 1
;ICZIIH 1+ fo 1n(1+t)dt:§—1:—§. 2. Soitke {0,...,n—1}, alorspourtoutte[k kl:l ona:
n—oo P . . . o, . .

Donc Inv, —— —oo par opération sur les limites. Donc par composition : h(k) <h(t) < h(k+ 1)

n—oo n n o

v, — O, | e > lntegranon

(k+1)/n k (k+1)/n (k+1)/n k+1
f h(—)dtsf h(r)dtsf h(—)dt.
kin n kin kin n

Puis en calculant la différence des deux bornes, on déduit1’encadrement souhaité :

(k+1)/n
lh(f)sf o de \—h(k“) ’
k n

Exercice ANA11.6 | Méthode des trapezes sur un exemple On pose pour tout ¢ €
(0,11,

h(t) =

n n In

L I—fh et Vn =1,
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. Soit n € N*. Alors d’apres la relation de CHASLES, on a :

| ne1 Lnl ksl import as
—Zh( ) f h(t)dr < Zh( )
n k=0 def h(x):
On reconnait alors : return ma.exp(x)/(1+x)
. def trapeze(h, eps):
Soit nn = 1, la majoration est équivalente a : n =1
' = 5amy d ' while (h(1)-h(0))/(2%n) > eps:
h(1) — h(0) <J u,+V, - h(1) - h(0) n += 1
2n = 2 = 2n ) # on a calculé le bon n, puis on calcule le T associe
Mais comme J <V,, ona T=20
for k in range(0, n):
U tVe _y _UntVa T += h(k/n)+h((k+1)/n)
2 2 return T/(2xn)
_ Vn _Un
B 2 On peut comparer par exemple avec les méthodes des rectangles du cours.
172! k+1 k
:;Z h - -h - >>> trapeze(h, 10%%(-3))
h(kSO h(0) > téléscopage 1.125387830946576
= >>> rectangle_RD(h, 0, 1, 10%x%x3)
2n 1.1255657101712513
De-méme pour le minorant : >>> rectangle_RD(h, 0, 1, 10%%3)
U,+V, U,+V, 1.1255657101712513
2 Un v 2 6. Que représente géométriquement la quantité Unt V"?La somme des aires des tra-
= % pezes de base les segments | £, £
_ h©)=h() > TP U T OO PO ORI
B 2n
Donc:
Exercice ANA11.7 | Pour n € N, on pose :
‘I u,+V, <h(l)—h(O)
2 | 2n

n 2n+1 f (1-1)"ez dt.
. D’apres la question précédente, la moyenne des sommes est une bonne approxi-

mation de J. 1. Calculer I,.
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2, Trouver une relation entre I,, et1, . Que vaut lim,_,, 1, ? 3. Nous avons établi
3. OnposeS, =X}, # Déduire des résultats précédents la convergence de la suite 1
(Sn)nEN et la valeur de sa limite. Ik+1 = Ik - m

Solution (exercice ANA.11.7) | o
( ) Donc en sommant entre 0 et 7, on déduit

1. IO—ZfOez_[eZ]O_\/E 1| go(k k+1) gozkn(k_,_l)!'

2. Soit n € N. Alors, en faisant une intégration par parties, on déduit :
Ce qui, par téléscopage, donne :

f(l—t)"“e%dtzzf (1-1)"*t (—eg)dt t
0 0 2 >l’ — ez, — [ —1 . _L
1 _ yn+l 1 0 ln+1 = 9n+1 o’
=2f (n+1)1-1)"e? dt+2[(1—t)”+1e%](l) (1-0"" sont€ 2001
0

ntl Donc en faisant n — oo, on déduit :
=2(n+1)2"""nll, - 2.

Donc finalement Sy —= Ip+1= -
2"2(p 4+ DI, =2(n+1)2" 1 pll, -2, En d’autres termes, la série associée converge et
Ou autrement dit : o ] o (1/2)k \/_
= =e.
1 nX=:0 2K k! r;o k!

In+1 = In - 2n+1(n +1)!
: Ce que l'on savait déja grace au cours sur les séries.

Cette relation de récurrence n'est pas standard. En revanche, on peut majorer I'in-
tégrale :

exp(t)-1

e 1 pour tout t € R*.

1 1
|In| < i fo |(1 - t)"eéldt. Exercice ANA11.8 | On pose f(t) =

Or, en utilisant la croissance de 'exponentielle 1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
) 2. Onsuppose 0 < a < b. On note

Vtel0,1], |(1-1)"ez|<1+/e.

| ‘ \/_ bx exp(t) -1

x 12

Vx eR™, g(x)zf dt.
a

Donc:
Ve oo
2n+1 n!
Solution (exercice ANA11.8) [

Ainsi, par théoréme d’encadrement: |lim,,_, I, =0.

0< |I | < Déterminer la limite de g (x) quand x tend vers 0*.
= n ~=

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau 451 BCPST2 € 2021 / 2022



1. Faisons un développement limité au voisinage de 0 pour la fonction f.On a:

exp(f)—-1 1
f)=————=
A t? t
r+t2+o(t?) 1
=0 t? t
t—0

1.

~ 1+o0(1)
t—0

Donc I f est prolongeable par continuité en zéro, en posant f(0) = 1. ]
2. On suppose que 0 < a < b. Faisons intervenir la fonction f en écrivant :

bx bx dr
gw= [T

Choisissons une primitive de f sur R*, que I'on note F. Alors

g(x) = F(bx) - F(ax) +ln(%).

Or, F est continue car dérivable sur R*, donc

x—0*

F(bx) —F(ax) F(0) —F(0) = 0.

Ainsi, xli_rn,mg(x) :ln(%) .

X
Exercice ANA11.9 | Intégrale a bornes variables Soit F(x) = f e " dt et G(x) =
0

1 2
f e” """ du pour tout x € R.
0

1. Montrer a l'aide d'un changement de variable que: VxeR, F(x)=xG(x).

2. Montrer que G est dérivable sur R* et que :

xf(x)—F(x)

Vx#0 G)==————, oufw=e".

Est-elle dérivable en zéro?

BCPST2 @ 2021 / 2022
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3. En déduire les variations de G.

Solution (exercice ANA11.9) [T

1. On a envie de poser ¢ = xu dans la seconde intégrale. Le changement est licite
puisque u — xu est une fonction €' pour tout x # 0 — on ne peut faire ce chan-
gement si x = 0 puisqu’on ici on a besoin de diviser par la dérivée, qui est nulle.
Donc,

fl e W qy = fl e‘tzg.

0 0 X

Donc en multipliant par x, on déduit :
Vx+0 F(x)=xG(x).

Notez que la formule est vraie aussi pour x = 0 puisque F(0) = 0 et 0G(0) = 0. Fina-
lement

[VxeR, Fx)=xGx)|

2. Soitx#0,0ona

G(x) = M
X

2
Donc G est dérivable sur R* car F I'est (c’est 'unique primitive de t — e™*" s’an-

nulant en zéro). Et :

fx)-x-F(x)

*
Vx e R™, 2

G'(x) =

Montrons que G est dérivable en zéro. Et en fait elle n'est pas continue en zéro!
Puisque G(0) = 1, alors que :

F) _ F&) —FO) x—o

Vx #0,
x—-0

G(x) =

F(0) =1=G0).

452 ﬁ/ Lycée Louis BARTHOU - Pau



Chapitre ANA11. Intégration

Donc: [G est continue en zéro. ‘ De plus, pour tout x # 0, 1. Soit a € R. Alors faisons le changement u = t — T, qui est €, donc puis f est T-
périodique, on déduit que :

GW-GO) _2-1 Fx-x _1(FEx)-x)-(F0)-0)

X

a+T a a
x-0 X x2 X X f f(t)dt=f f(u+T)du=f fw)du.
T 0 0

Or, puisque x — F(x) — x est dérivable en zéro,

2. De plus, par larelation de CHASLES: Va €R,

(F(x)—X);(F(O)_O) x—0 fO)-0=1, T 0 T T
a+ a+
et donc ./; f:.[af+f()f+ﬁ d

G =GO v | _ faof+f0Tf+j:f(u)du.

x-0

o . Les termes 1 et 3 s'annulant, il vient le résultat.
Ainsi, | G n'est pas dérivable en zéro. ]

3. Lameilleure option est de ne pas utiliser la dérivée. Soient x < y deux réels. Alors

2 2
Yuelo,1], e V¥ ge "

Exercice ANA1111 | Inégalité de CaucHY-SCHWARZ Soient a < b deux réels, et f, g

Donc en intégrant entre 0 et 1, on déduit : G(y) < G(x). Ainsi, . .
deux fonctions continues sur [a, b].

G est une fonction décroissante.

1. Montrer que :

[ra< [ [ s

On pourra introduire

Exercice ANA11.10 | Intégrale sur une période d’'une fonction continue périodique
Soit f : R — R une fonction continue, supposée de plus T-périodique avec T > 0.

1. Montrer que:
R — R,

a+T a
vacr, [ pwar= ["rwar, p. b )
A — f(Af+g).

2. En déduire:

T a+T 2. Dans le cas ou f et g sont continues, on a égalité si et seulement si (f, g) est une
VaeR, fo f= _/; f. famille liée.

Solution (exercice ANA.11.10) [F PP Solution (exercice ANA:11.11) [P
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1. Soit A € R. Alors 3. Montrer que pour tous x,y € R, |f(x) —f(y)| < 1“72 |x - y|.
b 4. Montrer que f est continue bornée sur R.
P(\) = f (A*f? + g +2)fg).
¢ Solution (exercice ANA.11.12) |
Donc par linéarité de 'intégrale, on déduit :
2 (V2 b b b 2 -
PQA) =A fu o+ ZAL fg+ j; g8 = fa Af+8)7=. 1. Puisque pourtoutx € R, t — % est continue, la fonction f est bien définie. De
plus,
Donc P est un trindme en A, qui est de plus positif et coefficient dominant positif
aussi. Ainsi, le discriminant de P est négatif, de sorte que 1
& a f0)= f 0=[0]
b 2 b b 0
4(f fg) —4-f fz-f g*<o.
a a a
En passant a la racine, on déduit alors 2. def g(t, x):
return ma.sin(txx)/(1+t*x*2)
b b, b,
ff~g‘< ff- fg : def f(x):
a a a mun

retourne une approximation de f(x) suivant la méthode des
— rectangles a gauche
AZO — 3)\€R, P()\):O nmun

2. On a égalité dans dans I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ si

b a=20
— IeR [ Or+g?=0 b =1
a > intégrande positive B
= AM+g=0 n = 1073
S=0
= |(f,g)liée. h = (b-a)/n

for i in range(n):
S += g(ath*xi, x)

return Sxh
Exercice ANA1112 | Intégrale a parametre Soit f la fonction définiesur Rpar: Vxe€
Lsin(tx .
R, f(x)= sin{rx) de. Ensuite, on trace.
o 1+1¢2

X

np.linspace(0, 10, 10x%3)
[f(x) for x in X]
plt.plot(X, Y)

1. Montrer que f est bien définie et calculer f(0).
2. >_® Alaide d'une méthode des rectangles, proposer unscript permettant de réa-
liser son tracé sur 'intervalle [0, 10].

BCPST2 @ 2021 / 2022 454 li/ Lycée Louis BARTHOU - Pau



Chapitre ANA11. Intégration

01 -

Constatons déja que pour tout a, b € R, on al’existence d'un c €]a, b[ (puisque sin
est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[) vérifiant :

|sin(a) —sin(b)| = |cos(c)||b —al,
donc finalement on a montré que :

Ya,b eR,

[b—al. (x)

> (%)

:%|x—y| Inq+ 23] .

|sin(a) —sin(b)| <

Soient x, y deux réels. Alors

1
|ﬂm—f@ﬂ<£

1
<[
o 1+1¢2

t
<oy [

Finalement, on a établi :

= |sin(tx) —sin(ty)|dr

|tx—ry|dr

In2
‘Vx,yeR, |f(x)—f(y)|<n7|x—y| .

Vérifions par exemple la caractérisation séquentielle de la continuité. Soit a € Ret
(x,) telle que x,, a. Montrons que f(x,) —— f(a). D’apres la question
précédente,ona:

VneN, —|x -al,

0<|f(x,) —fl@)] <

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

puisque |xn - a| %, 0, le théoréme d’encadrement permet alors de conclure :
(x,) =—= f(a). Donc f est continue en a pour tout a, donc est| continue sur R|.
n p

1
< f
0

dr
1+12

b1

.

1
|f ()] sfo |sin(zx)| :

Exercice ANA1113 | Application linéaire définie par une intégrale Soit E le R-espace
vectoriel des fonctions de classe € sur [0, 1]. Pour n € N, on définit

E — F,
"l fo— L,(f): (xE[OI]—»/

(x— t)”

fmdd

1. Soit n € N*. Montrer que L, (f) est dérivable et que (L, (f)) =L, _; ().
2. Montrer que L, (f) est de classe €"*? sur [0, 1] pour tout 72 € N.
3. Montrer que L, est un endomorphisme de E et déterminer son noyau.

Solution (exercice ANA11.13)

1. Le probleme majeur est que la variable x est présente aussi dans 'intégrale. Nous
allons développer I'intégrande a I'aide de la formule du binéme. Pour tout x € R,

fx (n)x( l)nknk
0

(x-n"

f(t)de = Z

0 k=0
n (- F
Z |(n k')l

f(r)dt
> linéarité de l'intégrale
X
xkf t" k() de.
0

X
Rappelons que x — f t" "% f(¢)dt est 'unique primitive de t — t"*f () s'an-
0

nulant en zéro. On peut alors dériver en utilisant la dérivée d’un produit. Pour tout
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X €eR, Donc : [Ln est un endomorphisme de E] Soit de plus f € KerL,, i.e. telle que
L, (x) L,(f) = 0. Alors en dérivant n — 1 fois, on obtient que : Ly(f)(x) =0 = foxf pour
= i —(—1)"‘k (kxk ! f ke de + xFox" kf(x)) tout x € R. Ainsi, en redérivant, on déduit que f est nulle, donc| KerL,, = {0} |.
S kln- k)
k=0
(_l)n—k ................................................................................

_1\n—k x n _1)nk
ek [ t"-"f(t)d”(z—( . )'x”f(x) chan-

= (k=D!(n-k)! 0 o kK!(n—k)! gement . .
nol okl y __— dindice et Intégrales impropres
= P —— A " (O de+ ! -1D" - x"f(x) binome
g k!(n—k- 1)' fo ! ! linéarité de
. n 1(p— lintégrale Exercice ANA1114 | Déterminer la nature des intégrales ci-dessous.
f xk(—t)”—l—kf(t) dt+0 +oo 2
(n—l)' 0 [ e oo
oA —_ 2
(x— )" binéme 0 e 1 > f e~ dt,
- || oo » ﬁ) a Froo
. ( t+1) » f xsinxe ™ dx,
- 0
Donc: (L,,(f))’=Ln_1(f)Jp0urtoutn> 1. f 4t+3 > f+oolnte‘tdt
2. Par récurrence immédiate a partir de la premiere question, on a que L, (f) est n f 0 '
. s . (n) _ 1 dt
fois dérivable, et que L, (f)*"™ = Ly (f). Or vV t(5 - > f
0 (1-1) \f
X dx,
Lo(f):x€[0,1]—>ff 0o 1- xz » fcos ( )dt
0 /3
+00 x3 0 t
est 'unique primitive de f s'annulant en zéro, elle est donc aussi dérivable et ’ _/3 X2 _1 dx.
(4 ) , Dans tout l'exercice, on pourra utiliser, uniquement en cas de besoin, le résultat sur les
L, (A" =Lo(f) =7, i
équivalents.

Mais f est €' donc L,,(f) est n + 2 fois dérivable de dérivée (n + 2)-ieme continue.

Ainsi [ L, (f) est de classe €"*2 ]
3. Sif € E, alors L,(f) € E dapres la question précédente. De plus, soient f,g €

Solution (exercice ANA11.14) [F PP

E,A\,peRetx€[0,1]: £2
t) » Lintégrale est généralisée en 0 et +oo, on étudie donc f dr et
x (x— 0o ef—
Ly +1g)(x) = f (Af+ug)(t)dt o oo 12 .
" >lmelar ité de linté- f - - ~Ot—: d 0 donc la fonction est prolongeable en zé-
raie 1 e — -

ro par continuité donc la premiére intégrale converge. De plus, ¢? v

—)\f (x " rwyde+p fx(x;'”
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par croissances comparées, donc pour ¢ assez grand

< tz <1
O\Q\ﬁ.

o ]
Or, f ﬁdt converge, donc par théoreme de comparaison, on déduit que
1

|5

1 et —

»  Lintégrande est bien une fonction positive, I'intégrale est généralisée en +oo. De
plus,

df converge. Ainsi,

+00 t2
f —— dt converge.
o e' -1

1 1

s ~
(Bt +1)2  9¢2

Vte 2,00, 0< ’sin(

(3t + 1)2)

puisque pour tout y € R*, sin(y) < y — a montrer par étude de fonction.

(e 9)
Puisque f ﬁdt converge, on obtient par théoreme de comparaison que
2

+00 1
f sin (—) dt converge.
2 (3t +1)2
»  Remarquons que 3 est]'unique racine du dénominateur sur [3, oo[ I'intégrale est

4 00
donc généralisée en 3,00. On étudie f f . De plus,
3 -4t + 3

2 —4r+3

t>—4t +3 = (t —3)(¢t — 1) pour tout ¢. Cherchons a, b deux reels de sorte que

1 a b a(t—-1)+b(t-3)
Vt>3, = + = .
-4t+3 t-3 -1 -4t +3
Par identification, on déduitque a+b =0, —a—3b = 1soit b = —3,a = 3. On est
donc capables de calculer les intégrales partielles.
— SoitA€]3,4]:
4 dt 1
———— =—([In|z=3|]} = [In|t - 1]]3
[ = = 5 (=31l =i — 1))

1
= 5(—ln|A—3|—ln3+ln(A—1))

A—14 111(2/3)
> .
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— On obtient de-méme sur [4, co[, pour B € ]4,00[ :

B dt
- In|t - Injzr—1/]®
[; r2—41+3 2([n|t 3113 -~ [in1e ”4)

= E(lnIB—?)I +In3-In(B-1))

1 B-3
= —(ln(—+ln3))
2 B-1

B—o0 In3

—_— ——

5
+00 dr
fg t2—4t+3

On va procéder par équivalents Lintégrale est généralisée en 0 et 5, on étudie

5/2
donc
f \/l‘(5—t f5/2\/t(5—t

plus,

Lintégrale est donc convergente.

La fonction intégrée est bien positive. De

1 1 1 1 1 1

VIG=—0 0 /5/i IG-D 5551

M fm 1 d fs
ais, —— df converge et
0 t & 52 \/5—¢t

de la deuxieme : soit B € [5/2,5],

[2\/_] —2( 5—2—@)

dt. En effet, montrons la convergence

5/2

qui converge lorsque B tend vers 5. D’apreés le critére de comparaison avec équi-
valents, on a donc prouvé que

f P_dr converge
———— converge.
0 t(5-1)

Un calcul explicite de primitive est possible. L'intégrale est généralisée en 1, soit
donc A € [0, 1], alors

A X 1 .
f dx = —-In(1-A%2—L L.
o 1—x2 2
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Donc

Y dxdi
X diverge.
fo 1—x2 &

Le résultat sur les équivalents nous convainc assez vite de la divergence. Pour le
montrer, constatons que :

VX3 Vxd 1
Vx =3, = =—.
x2-1 x2 \/}
Or, pour tout A > 3,
A dx L2+l A e
— = Q.
fs Vx -1/2+1],

Le théoreme de comparaison pour les fonctions positives permet alors de

V3
x2-1

+00 .
conclure : f dx diverge.
3

+00
11 suffit d’établir la convergence de f et d¢, I'intégrande étant continue sur
1

[0, 1]. Mais, pour tout ¢ = 1,

Chapitre ANA11. Intégration

parties) et In est de signe constant sur ]0, 1] donc par théoréme sur les équiva-

1
lents, f In(t)e”" dt converge. De plus, par croissances comparées :
0

2In(t)e”t == o,

t

1 [ dt N
donc pour ¢ assez grand, In(f)e™" < ;. Mais 2 converge, d'ot1 la conver-
1

gence par théoreme de comparaison. Ainsi,

1
f In()e~" dt converge.
0

I 1
a-nve t—o Vt’

les fonctions mises en jeu sont positives, et en calculant

La encore, on s’autorise le critére sur les équivalents. On a
1 ~ L
-0yt -1 1=t

. . . 11 .
les intégrales partielles on montre facilement que f 1-; dt diverge. Donc
1/2 1 —

— diverge.

fl dr
0o (1-0t

On a la majoration évidente suivante 10082(%” < 1 pour tout ¢ € ]0,1],
1

donc par théoréme de comparaison, puisque | 1df converge, on déduit que
0 < e—tz < e—tz/z 0

1

1
f cos? (;) dt converge | aussi.
0

\ o0 —_— 2 2z N .
Or, d’apres le cours f e ""’>dt converge donc par théoréme de comparaison
1

. .. ®© 2 . © 2
pour les fonctions positives f e " dr puis f e '2dt converge.
1 0

» Lafonction n'est clairement pas positive, on majore donc la valeur absolue : . s D
Exercice ANA11.15 | On considere I'intégrale c-dessous, en cas de convergence

VxeR', 0<|xsinxe™|<xe™.

+00 1
Y —
00 —o (1+eh)(1+e )
Or, par intégration par parties (cf. cours), f xe *dx converge, donc par théo-
0

1 _ t
Tren@re = re Pourtoutr €R.

2. Etudier la convergence de I, et calculer la valeur de I le cas échéant.

1. Montrer que
reme de comparaison

[e9)
f xsinxe™* dx converge ’ car converge absolument.
0

»  Pour les derniéres intégrales, on s’autorise le critere sur les équivalents. On a : . .
1 Solution (exercice ANA11.15) [F
In(t)e™* o In(?), mais f In(#) dt converge (cf. cours, avec une intégration par
- 0
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1. Soit ¢t € R. Alors:

1 B ef
A1+eH)(1+et) (1+ef)ef+1)
et

Tl a+en?

2. Cette précédente formule nous permet de calculer I'intégrale partielle. Consta-
tons déja que l'intégrande est paire, donc il suffit d’étudier la nature de I' =

+
foo—dt. Soit A > 0, alors
o (Q+ehH(Q+eh

T +et)2

eA A—oo 1

A 1
fo 1+eH(1+ e")
1

T2 (1+eh)2 2°

1, 1_
Donc l'intégrale converge et = 5 + 5 = .

Exercice ANA11.16 | Factorielles sous forme d’intégrale On définit une suite d'inté-
grales (I,,) par:

+00
VneN, I, =f t"e"tdt.
0

1. Montrer que I,, est définie pour tout n € N.
2. Déterminer I'expression de I,, en fonction de n € N.

Solution (exercice ANA.11.16) [F

1. Montrer la convergence par récurrence.

A
B nitialisation. Soit A > 0, alors f letdt=1-e?2
0

etvers 1. Donc

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

—>00
—— 1. Donc], converge

B Hérédite.
met une limite quand A — oo. Alors, puisque les fonctions ¢ —
sont de classe %', on obtient par intégration par parties :

A A
f t"le tdt =-(n+ 1)/ t" (e~
0 0

_¢t]A A—oo
Mais [ tHlet ] ——=> 0 par croissances comparées, et par hypothese de récur-

rence, —(n+1) [} t" (—e”")dt A, (n+1)I,.Doncl,,, converge.
Finalement, par principe de récurrence, on a montré
[In converge pour toutn € N ] et[ln+1 =(n+ 1)In.]

=(n-Dly=[(n-D]

Supposons que I,, converge, alors la fonction A — fOA t"e 'dr ad-
tn+1’ — _e—t

Ndr+ [—t"“e_t]s.

que

2. Parrécurrence évidente,onal,

Exercice ANA1117 | Déterminer la nature des intégrales ci-dessous en effectuant le
changement de variable donné.

+00 dr
f ————  Indication : On pourra poser u = /1 +el.
0 V1+e!
+00 tz -1

2. f —dt.
0 A+t)V1+1tt

1+u
du.

/f

Solution (exercice ANA11.17) [P

. . . _ 1
Indication : On pourra poser t = -,.

Indication : On pourra poser u = cost.

1. Onadu =

el .
, manier ivalen
2\/@dz‘ ou de maniere équivalente
dr  2du
ur-1

V1+el
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Donc, puisque t — /el +1 est strictement croissante et de classe %7,

f+oo dt
0

VvV1+et

a méme nature que

+oo  du
zf Qe 3.
V2 u?-1

Mais pour tout A € [\/E,oo[, ona:

A du A1 1
zf\/iuz—l _f\/i(u—l_u-i-l)du
:Umu—una—Umu+uE6
:ln‘u_l‘+ln(\/§+l)
u+1 V2-1

A—oo ( V2+1 )
In .
V2-1
. Onadt = —%, puisque la fonction inverse est de classe € et est strictement dé-

*-1
croissante sur ]0,00[, I'intégrale f

0 (1+t3)y1+1t4

2 -1 (i)z‘l du

+00 0
Vo e

+00

dt a méme nature que :

-1

(1+t2)\V/1+t

+00
Apreés simplifications, on observe que I = / dt a méme nature
0

que —I (mais on le savait déja!), et en cas de convergence sont égales. Donc, en -

cas de convergence, I = -1 donc . Reste a montrer la convergence. On a pour
toutr=0:

| 1
0< < <.
A+2)V1+t4 1+t

460
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Or, * % converge en calculant I'intégrale partielle, donc par théoréeme de compa-

2 2
raison [ —L=L__ dt converge. De plus, [} —-=— d¢ converge puisque 'in-
fl 1+12)V1+14 8 p fo A+12)V1+14 g€ puisq

tégrande est continue sur cet intervalle, donc I converge bien.

1 [14+u .
f . du.On adu = —sintdt, et 0 = cos(n/2),1 = cos(0), or cos :
o V1-u

) 1 [14+u .
[0,1] est €' strictement monotone donc f \/ . du a méme nature que
0 -u

0 [1+cost .
f —— (—sint) dt.
z 1-cost

Mais

LS
0,3

—

4 t
1+cost=20032(§), l—costzzsinz(i)_

Donc on obtient comme nouvelle intégrale a étudier :

t
0|cos|3 x ¢
f (2) (—sint)dtzzfzcosz(—)dt
3 | sin (%) 0 2
ol a la derniere étape nous avons utilisé sin(z) = 2sin (%) -Cos (%) Puis enfin :
I t I
2 fz cos? (—)dt = fz (cos(t) + 1) dt,
0 2 0
qui donne apres calculs de I'intégrale :

. 1 Bl
[sin(f) +tl5 = 1+§ .

On a donc obtenu la convergence et la valeur associée.

Exercice ANA1118 | Intégrales couplées On pose

o] [2
dr et ]:f+
0

I +00 1 d
= t.
fo 1+ ¢4 1+ ¢4
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1. Montrer que ces intégrales convergent et que I =TJ.
2. En effectuant le changement de variable x = ¢ — % dans l'intégrale I +J, calculer la

valeur commune de I et]. . ) ) ) ]
Exercice ANA1119 | Soit f une fonction définie sur R* et a valeurs dans R, continue

SOlutiOI‘l (exercice ANA.11.18) .................................................... décroissante et telle que

foof(t) dt converge.
0

1

1. Lintégrale I est généralisée en +oo, et pour tout ¢ € [l;+ocol, 17

< %4 Or,

1. Montrer que pour toutx =0:

fzxf(t)dt <xf(x) <2 f Fode.
X x/2

2. Montrer que :

+oo ]
f th converge (refaire la démonstration avec 'intégrale partielle). Donc
1

par critere de comparaison pour les fonctions posi-

I +00 1 q
= t converge
fo 1+t &

tives. On effectue ensuite un changement de variable, qui montrera a la fois 1'éga-

lité entre les deux intégrales, et la convergence de J. Plus précisément, posons lim 2x Ft)dr=0
_1 -1 pyui : 1 ; 1 X—+oo e
u =< t=.Puisquelafonction s — ; eststrictement monotone ¢" de [0, +oo[ x
vers [0, +oo[, on a alors, sous réserve de convergence : 3. Endéduire que lim, ., xf(x) = 0.

o dr _ f 0 1 du Solution (exercice ANA.11.19) |

o 1+ tt [e) _ﬁ 1+ L4
u
oo du . . . . .
= f - 1. Soit x = 0, alors puisque f est décroissante :
0o u?

+
u Ve [x,2x], f()<fx),

=J.

donc en intégrant :

Ainsi|J est aussi convergente et =]J.

2x
+oo 14 2 f f@)de = 2x—x): f(x) =xf(x).
2. En tant que somme de deux intégrales convergentes, I +] = f o7 dr x

0 . P . .
converge. Faisons, comme suggéré par 'énoncé, le changement de variable x = Pour le majorant, on écrit:
-1 = dx= (1 + %)dt = tzt;rl dr. Le changement est licite puisque la fonc- Vie g,x  f) <f0),

2

tion  — £ — 1 est strictement monotone €" de [0, co[ vers] —oo,0]. De plus 1*5 =

donc en intégrant :
2 0 1+ t? g
IJ;ZtZXftZetJf:(t—%) :t2+ti2—2©t2+ti2:)€2+2.D0an mdt= x X x
2 . 0 f Fde = ZF) < f FEOF@dr.
fO dx _lfﬂ dx 1 V/2arct X _ "y Wl+]= 2.0 x/2 2 x/2
o X242 2 ). 2 arctan V2 B V2 o “v ! D’ou1 en réunissant les deux inégalités :
—00

0 X 2
(%) 1
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fzxf(r)dr <xfw<2 [ fwadr
X x/2




2. Il suffit d’écrire :

fxzxf (1dt = fozxf (6)de - foxf (ndt —= fomf (Bd- fooof 0 ai=0]

3. Onad’apres la question précédente et par composition des limites la convergence
suivante :

fx fode === o.
x/2

Donc {limxém xf(x) = 0] d’apres le théoréme d’encadrement appliqué a la pre-
miere question.

Exercice ANA11.20 | Lemme de RIEMANN-LEBESGUE

1. (Sur un segment) Soienta < bet f € 6'([a, b],R). Montrer que :
b
)}im f f(t)cos(At)dt =0.
2. (SurR*) Soit f € €' (R",R) telle que
foo |f’(t) | df converge, f estbornée.
0
Montrer que :
)}im foof(t) cos(At)dt =0.
—00 JO

3. Lesrésultats précédents vous semblent-ils maintenus si cos est remplacé par sin?
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