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Chapitre ALEA13.

Variables aleatoires discréetes

Nous avons étudié dans le Chapter ALEA.12 les espaces probabilisés, cadre pour
définir sur ces espaces des variables et vecteurs aléatoires. Dans ce chapitre, nous
allons étudier ces objets a valeurs dans un ensemble au plus dénombrable. Dans
ce cas précis, nous allons donner une expression de I'espérance en terme de

Résumé & Plan

somme de série, qui généralisera la définition vue en premiere année.
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4.4 Récurrence & Chalne de MARKOV ... ...ovuviiniiiiiiiniienneennneennn.
La notion despérance a été initialement introduite par
HuyYGENS en 1657, dans son traité De Ratiociniis in Aleae
Ludo («de la logique du jeu de dé»). Le nom d'espérance y
apparait en latin sous le nom de expectatio, avec
Uinterprétation d’étre «le juste prix auquel un joueur

accepterait de céder sa place dans une partie».

— Le saviez-vous ?

Cadre

Dans tout le chapitre, et méme lorsque cela n’est pas précisé, on se fixe un
espace probabilisé (Q, 7 ,P).

Nous avions déja motivé I'introduction de variables aléatoires, dans le chapitre pré-
cédent.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q,J,P). Si Q était
fini — i.e. le contexte de premiere année — on pouvait donc I'écrire sous la forme
Q={w,...,0,}avec n = # Q. Ainsi

X(Q) = {X(w,y), ..., X(w,)} estaussiun ensemble fini.

Puisque nos univers sont désormais des ensembles quelconques, le support X(Q2) de-
vient lui aussi un ensemble quelconque. Nous étudions dans la suite le cas particulier
ol il est au plus dénombrable, c’est I'objet précisément de ce chapitre.

“ GENERALITES

On ne rappelle é pas la définition de variable aléatoire vue précédemment : consulter
pour cela le Chapter ALEA.12 si besoin.
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n Définitions

Définition ALEA13.1 | Variable aléatoire discréte
Soit X une variable aléatoire.

»  Ondit que X est discrete si X(2) est un ensemble au plus dénombrable, i.e.
en bijection avec N ou fini.
»  SiX(Q) est un ensemble fini, on parle de variable aléatoire discrete finie.

Pour rappel, 'hypothese «X(Q) est au plus dénombrable » signifie que cet ensemble
s’écrit sous la forme :

» X ={x,, neN} ¢ilestdénombrable, les x,,n € N étant deux a deux dis-
tincts,
» X ={x, ne0,N]} avecNeN5ilestfini.

Notation Somme infinie sur un ensemble dénombrable

Considérons E un ensemble au plus dénombrableet f : E— R, on souhaite don-

ner un sens a la quantité  )_ f(x).
x€E
» SiEestfini, alorsE={x,, n€[0,N]} avecN € N. Alors on pose :
N
fx) = Jx).
x; (défi.) ,:ZI '
C’est une somme finie de premiere année, rien de plus a dire puisqu’elle ne
dépend pas de la numérotation des éléments de E.
»  SiEestdénombrable, alors E = {x,,, n € N}. Alors, si ()_f(x,)),., converge

absolument, on pose :

YW = Y fx)

xeE (défi.) n=o

En effet, on sait depuis le Chapter ANA.10, qu’en cas de convergence abso-
lue, la somme ainsi définie ne dépendra pas de la numérotation (x,,) choi-
sie pour E. Ainsi, pour utiliser cette notation, il faudra d’abord justifier la
convergence absolue.
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Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

Lorsque le support est au plus dénombrable, la condition VaProp du Chapter ALEA.12
(définition d’une variable aléatoire) se réécrit comme ci-dessous.

Proposition ALEA13.1 | Réécriture de ’hypothese «{X < a} € I »
Soit X : Q — R avec X(Q) au plus dénombrable. Alors :

X est une variable aléatoire discrete <= VxeX(Q), X=x}eTd.

Preuve

Notons X(Q) = {x,,, n € N} avec (x,) supposée croissante, et soit x = x,, €
X(Q) avec n € N. Alors

X=x,}=Xsx,}\{X<x,,}eT
par propriété de stabilité par différence d'une tribu.
Supposons que pour tout x € X(Q),

X<al= | X=xteT
+eXQ

X =x}eT.Alors

YaeR,
par propriété de stabilité par réunion dénombrable d'une tribu.

Proposition ALEA13.2 | Variable aléatoire définie sur un univers au plus dénom-
brable
Soit X : Q — R une variable aléatoire avec Q au plus dénombrable. Alors :

X est une variable aléatoire discréete.

Preuve
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Remarque 11—  Ainsi, sur les univers finis de premiére année, il ne pouvait exister
que des variables aléatoires discretes.

Exemple 1— Cas fini:lancé d’un dé et gain associé Un jeu de hasard consiste a lancer
un dé équilibré a 6 faces. Le lanceur :

1. gagne le double de la valeur de la face obtenue si celle-ci est paire.
2. Sinon, il perd le double de la valeur indiquée par le dé.

Décrire 'expérience en précisant un triplet (2,9 ,P) associé ainsi qu'une variable

aléatoire X décrivant le gain, c’est une variable aléatoire discréete. @

BCPST2 & 2021 / 2022
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Définition/Proposition ALEA13.1 | Systéme complet associé a une variable aléa-
— toire discrete
Si X est une variable aléatoire réelle discrete, alors :
» X =x},ex estunsystéme complet d’évenements.
»  En particulier, il est quasi-complet :

— — —_ — 41— !
Exemple 2 — Cas dénombrable On lance une infinité de fois une piéce non truquée. . e;b) PX=x)=1 {X=xX=x}=9, VYrzx'eX@Q.

On note X la variable aléatoire qui donne le nombre de lancers nécessaires jusqu’a
obtention du premier pile. Décrire 'expérience en précisant un triplet (2,9 ,P) as-
socié ainsi qu'une variable aléatoire X. On admettra qu'’il existe une tribu J telle que

X soit bien une variable aléatoire. Preuve

1. Existencede Y PX= x).

xeX(Q)

On l'appelle le systeme complet associé a X.

2. Onaclairement {X = x}n {X = x’} des que x # x’ sont deux éléments de X (Q), par
définition méme d'une application (un élément de I'espace de départ ne peut
avoir deux images!). Reste a montrer que :

U X=x=qQ.
xeX(Q)
Ona
U X=xicq,
xeX(Q)

puisqu’une réunion de parties de Q est encore une partie de Q. Inversement, soit
w € Q, alors X(w)) € X(Q2) donc w est dans I'un des {X = x} pour x € X(Q), ce qui
prouve

Qc | X=x}.
xeX(Q)

SYSTEME COMPLET ASSOCIE.
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n Loi & fonction de répartition Notation
4 Lorsque X, Y ont méme loi, on note X ~ Y.
»  SiYsuituneloiusuelle £ (une BERNOULLI, binomiale, efc.), on note X — Z.

Rappelons que nous avons défini la loi de X comme I'application qui a tout tout in-
tervalle réel I associe

P,() = P(X € D). Exemple 3— Une piéce améne pile avec la probabilité p et face avec la probabilité

1-p,0 < p < 1.0nlalance n fois de suite. Soit X le nombre de fois ol1 pile apparait au

cours de ces lancers. Chercher la loi de X sans utiliser de résultat sur les lois usuelles.

Comment simplifier cette définition dans le cas de variables aléatoires discretes?

Xel}={XelInX(Q}, donc PXel)=PXelnX(Q)).

P

Or,
XelnX@}= | X=x1 = PXelnX(Q)= Z PX=ux).

Ainsi, pour obtenir la loj, il suffit de connaitre :

»  d’'une part!'univers-image X(Q),
»  etd’autre part tous les P(X = x) pour tout x € X(Q).

Ce constat nous mene tout droit a la définition suivante.

— Définition ALEA13.2 | Loi d’une variable aléatoire discrete
Soit X une variable aléatoire réelle discréte. Exemple 4 — Variable aléatoire constante Soit C € R. Alors C peut étre vu comme une

» (Loi) On appelle loi de la variable aléatoire réelle discrete X — par abus variable aléatoire constante, et on peut déterminer sa loi.
de langage — ou parfois fonction de masse la fonction encore notée Py et
définie par :

Py xeX(Q)—PX=x).

» (Déterminer la loi) Déterminer la loi d'une variable aléatoire discrete
c’est calculer X(Q) et P (X = x) pour tout x € X(Q).
»  (Avoir méme loi que) Soit Y une autre variable aléatoire discréte définie

sur (2,9 ,P). Ondit que X, Y ont méme loi si : , .. . , . e
( ) 4 Exemple 5 — Variable aléatoire indicatrice Soit (0,9 ,P) un espace probabilisé et

VzeX(@QUY(Q)', PX=2)=P(Y=2). A € 9 un événement. Alors I'application 1, est une variable aléatoire sur (2,7, P), et

'la plupart du temps, dans des contextes d’expériences aléatoires, les ensembles X(Q), Y(Q) seront égaux
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Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

on peut déterminer sa loi.

Proposition ALEA13.3 | Laloi ne dit rien sur I'égalité de deux variables aléatoires
Soient X, Y deux variables aléatoires définies sur (2, ", P).
1. X=Y = X~Y.
2. Enrevanche, laréciproque estfausse:siX ~ Yalors X n'est pas forcément égale
ay.

Preuve

atd

Définition ALEA.13.3 | Loi conditionnelle
Soit X une variable aléatoire réelle discrete et A € I tel que P (A) # 0. On appelle

loi conditionnelle sachant A de X la fonction . e .
2. estfaux. Par exemple si (2,9, P) est 'espace probabilisé associé au lancer d'une

] P(UX =x}nA) piéce équilibrée. On note X la variable aléatoire égale a 1 si on obtient pile, égale
Py([A):xeX(Q)—PX=x|A)= PA) : a 0 si on obtient face. On note Y la variable aléatoire égale a 1 si on obtient face,

égale a 0 si on obtient pile.

Notation

Sila loi conditionnelle précédente est une loi usuelle £, on notera X— | Aﬁf.

Exemple 6— Lancé d'un dé et gain associé conditionnel On renconsidere Résumons les points précédents dans une méthode.

I'Exemple 1. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant A «le résultat du dé est
. N . , , . Méthode Répondre a la question «déterminer la loi d’une variable aléatoire réelle
pair», méme question sachant B «le résultat du dé est un multiple de 3». ..
Q discrete X»
1. Commencer par déterminer son supportX(Q2) s’'iln’est pas déja donné i.e.'en-
semble de départ de Py.
2. Calculer les P (X = x) pour tout x € X(Q). Si X(Q) est fini, il n'y a donc qu'un
nombre fini de probabilités a déterminer, on peut alors les représenter sous
forme d’un tableau comme ceci :
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0 ’ X =k ‘ k, ‘ k, ‘ ‘ Corollaire ALEA1131 | La fonction de répartition caractérise la loi

’ P(X=k) ‘ P(X=k,) ‘ P(X=ky) ‘ ‘ Soient X, Y deux variables aléatoires discretes. Alors :

X~Y << Fx=F.

On dit aussi que la fonction de répartition caractérise la loi au sens suivant : deux
variables aléatoires discretes ont méme loi si et seulement si elles ont méme fonction

LIEN ENTRE LOI & FONCTION DE REPARTITION. de répartition.

—— Proposition ALEA13.4 | Lien avec la fonction de répartition

Soit X est une variable aléatoire discréte. Preuve Faisons, pour simplifier, la preuve dans le cas X(Q) = N.

1. Si X(Q) est fini, notons X(Q) = {x,, ..., xx} 0ol (x,)gcn<n €St SUPPOSEE Crois-
sante. Alors pour tout n € [1, NJ :

Py (x,) = Fx(x,) —Fx(x,_1).

2. Si X(Q) est dénombrable, notons X(Q) = {x,, n € N} ou (x,) est supposée
croissante, alors pour tout 7 € N* :

Py (x,)) = Fy (x,) — Fx (x,_). @

En particulier, si X(QQ) =ZouN, ona:

VkeZouN, Px(k)=Fx(k)-Fx(k-1).7

Preuve Faisons, pour simplifier, la preuve dans le cas X(Q) = N. @

EXISTENCE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE REELLE DISCRETE DE LOI FIXEE. Un certain nombre

d’énoncés de probabilité commencent par la phrase suivante :
«soit X une variable aléatoire telle que P (X = x;) = p;» avec p; € [0,1], i entier et (x;)

une famille.

Ces énoncés supposent I'existence de X. Mais cela ne définit pas X en tant qu'applica-
tion, c’est-a-dire X(w) pour tout w € Q, mais existe-t-elle vraiment? On aimerait donc
2Cette égalité est en fait une reformulation dans le cas discret de I'égalité P (X = x) = Fy(x) - Fy(x—) aU moins savoir si une telle variable aléatoire existe sur un certain (Q2,.97,P) a trou-
vue dans la Section 3 du Chapter ALEA.12 pour les variables aléatoires générales. ver : la réponse est oui des que la somme des p; supposés positifs vaut un, comme le
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précise le théoréeme qui suit.

—— Théoréme ALEA131 | Variable aléatoire associé a une famille de somme un —
Soit X = {x;, i e N} (resp. X ={x;,i€[0,N]} avec N € N) une partie au plus dé-

nombrable de R, et (p;) ;en (resp. (Pien 'N]]) une famille de réels tels que :

ZP;’:l

N
(resp. Y pi= 1) et p;=0.
ieN i=1

Alors il existe un espace probabilisé (2, 9, P) et une variable aléatoire réelle X :
Q — R discrete tels que :

4 X(Q) =X

4 Pour tout i,

P(X=x;)=p;.

Dans la plupart des situations que nous étudierons en pratique, le travail commen-
cera par la donnée d'une ou plusieurs variables aléatoires de lois prescrites que nous
étudierons sans jamais préciser 'espace probabilisé (2, 7, P) sur lequel elles sont dé-
finies.

Celui-ci est voué a rester caché et ne présente de toute facon aucun caractere d'uni-
cité, et de nombreux choix d’espace probabilisé sont possibles pour la description
d’'une méme situation (en voici un dans la preuve ci-apres).

Preuve Faisons la preuve par exemple dans le cas dénombrable X = {x;, i € N}.
1. On cherche un exemple, rien qu'un, d’espace probabilisé (2, 7, P) et de variable
aléatoire qui répondent au probleme posé. Posons alors :

©,9)=X2X),

puis enfin pour P 'unique probabilité telle que: P ({x;}) = p; pourtouti e N—
i.e. celle définie dans la Section 2.4 du Chapter ALEA.12. Alors ce choix convient,
puisque

4 X(Q) =1dg(Q) = Q,
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» etsiie N alors

P(X=x;)=P(ldg = x;)
P{weQ w=x;})
p

(x:) = p;-

Exemple 7— Soit X une variable aléatoire réelle discrete telle que :
PX=n)=

X(Q) = N* et

pour tout nn = 1, . Justifier 'existence de X et calculer Fy.

1
n(n+1)

Exemple 8 — Existe-t-il une variable aléatoire réelle discréte X de support X(Q) = N*

de loi donnée par les (zlﬂ) i
nz
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Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

Exemple 9 — Soit A > 0. A quelle condition sur a € R existe-t-il une variable aléatoire

(a

réelle discrete X de support X(Q) = N de loi donnée parles (p,,)

ﬁ/ Lycée Louis BARTHOU - Pau
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?

n=0

m Propriétés des variables aléatoires réelles discrétes

Dans la Section 3 nous avons vu qu'une combinaison linéaire de variables aléatoires
réelles est une variable aléatoire réelle. Tout cecireste vrai pour les variables aléatoires
réelles discretes et en plus toutes les variables aléatoires obtenues par ces opérations
sont encore discretes.

Proposition ALEA13.5 | Structure d’espace vectoriel, opérations sur les variables
— aléatoires réelles discretes
1.

Lensemble des variables aléatoires discretes, muni de 'addition et de la mul-
tiplication de réels, est un R-espace vectoriel, i.e. si X, Y sont discrétes, (A, p) €
R? alors: AX+ pY est aussi une variable aléatoire réelle discrete.

Si X, Y sont deux variables aléatoires réelles, alors: XY est une variable aléa-
toire réelle discrete.

(Minimum/maximum) siXj,...,X, sont n variables aléatoires réelles dis-
cretes, alors :

min (Xy,...,X,) et max(X,,...,X,)

sont des variables aléatoires réelles discretes.
(Image d’une variable aléatoire discréte par une application) SiX est dis-

Q —_—
creteetf : X(QQ) — R,alors:  f(X) © estune variable aléa-

R
fX(w))
toire réelle discréte. Son univers-image est f(X)(Q) = f [X(Q)] et saloi est don-
née par :

VyefX@), P(fX=y)= )} PX=y).
xeX(Q)
x=f(y)
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Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

Preuve Nous avons déja vu que toutes ces applications sont des variables aléa- Exemple 10 — On lance un dé équilibré, et soit X la variable aléatoire égale au résultat

toires. On montre sans difficulté que les supports associés sont bien au plus dénom- du lancer. Déterminer les lois de X, |X| et X2 @
brables. Faisons la preuve dans le cas ou X(Q) = {x,, n € N} est dénombrable. ’ ’ '

" 2

. [

3. Evident.
4.

Pour la loi, écrivons que pour tout y € f(X(Q)),

{00 =} =100 =yt 1 oc=)
xeX(Q)

- W FX=yinx=x
xeX(Q)

= f@=yjnX=x
xeX(Q)

= ¥ X=u.
xeX(Q)
x=f(y)

Le résultat s’en suit en passant aux probabilités.

Pour les calculs de loi de f(X), il faut surtout savoir les effectuer sur des exemples de

fonction f, voyons cela. .. . , N .
PROPRIETES DE LA FONCTION DE REPARTITION D'UNE LOI DISCRETE.  La plupart des propriétés

ci-dessous ont déja été vues dans la Section 3 du Chapter ALEA.12.
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Proposition ALEA13.6 | Fonction de répartition des variables aléatoires réelles

— discretes
Soit X est une variable aléatoire discréete.
1. Fyx est croissante,

2. Fx est c.a.d.l.a.g. : elle est continue a droite, et possede une limite a gauche

F(x-) = lim _  Fx(),
(nota.) yy<xx Xt
3. lim Fy(x)=0et lim Fyx(x)=1.
X—2—00 X—+00
4. P(X>x)=1-Fx(x),
5 P(x <X <y)=Fx(y) -Fx(x),
6. PX<x)=Fx(x-),
7. PX=x)="Fx(x)—Fx(x-).
8. Lafonction Fy est constante par morceaux.”’
|
By
.
Xit1

F1G. ALEA.13.1. : Allure d’'une fonction de répartition dans le cas discret

Preuve Montrons 8 comme annoncé, la seule nouvelle propriété découverte.

Fd

3Propriété caractéristique d’une loi discrete

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

Exemple 11— Calculer et tracer la fonction de répartition de X donnée parI'’Exemple 8.

rd
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Enfin, et c’est un exemple trés important, on peut remarquer que beaucoup de pro-
babilités peuvent s'exprimer en fonction des P(X = x) pour x € X(£2) et de Fx.

Exemple 12 — Exprimer des événements en fonction de la fonction de répartition et
de la loi Soit X une variable aléatoire discrete réelle telle que X(Q) = N. Calculer les
probabilités ci-dessous en fonction de P(X = n) pour tout n € X(Q2) et de Fx lorsque
cela vous semble possible.

1. PourNeN, PX=N),PX<N). @

2. PouerR,P(sz),P(X>x).@

3. P(X pair), P(X estle carré d’un entier positif).
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Indépendance

— Définition ALEA13.4 | Indépendance de variables aléatoires discrétes

SoitX,, -+, X,, une collection de n variables aléatoires discretes.
» (Indépendance) Les variables aléatoires X, -.,X, sont dites indépen-
dantes si pour tout (x, -, x,) € X;(Q) x ---X,(Q),
P(Xl =X X, = xn) = P(Xl = xl) X X P(Xn = xn)'
» (Indépendancedeuxadeux) LesvariablesaléatoiresX;, :-,X, sontdites
indépendantes deux a deux sipourtous i # j, X;etX; sontindépendantes.
Plus généralement, si (X,,) est une famille quelconque de variables aléatoires,
elles sont dites indépendantes (resp. indépendantes deux a deux) si toute sous-
famille finie est indépendante (resp. deux a deux indépendantes).

Notation

On notera X; L X, pour signifier que les variables aléatoires X; et X, sont indé-
pendantes.

Définition ALEA13.5 | Suite i.i.d.

On dit qu’une suite (X,,) de variables aléatoires discretes est i.i.d. (on dit indé-
pendantes et identiquement distribuées) si elles sont indépendantes et de méme
loi.
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Proposition ALEA13.7 | Indépendance version fonction de répartition
SoitX;,...,X,, une collection n variables aléatoires discretes. Alors X, ..., X,, sont
indépendantes si et seulement si pour tout (x,...,x,) € X;(Q) x...X,,(Q),

P(Xl le,...,Xn <Xn) :P(Xl le) X oo XP(Xn an)

FONCTIONS DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES.
deux résultats qui suivent.

Nous admettons également les

Théoréme ALEA13.2
Soit (Xy,...,X,,) une famille de n variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes. Alors pour toutes fonctions fj, ..., f,, ot pour tout f; : X;(Q) — R,

les variables aléatoires réelles f; (X,), ..., f,X,,) sont des variables aléatoires

réelles indépendantes.

Exemple 13— SiXj, ..., X5 sont indépendantes et X3 ne s’annule pas, alors X4,X3,1/X,
sont indépendantes.

~—— Théoréme ALEA13.3 | Lemme des coalitions ou Indépendance par paquets —
Soit (Xy,...,X,,) une famille de n variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes. Alors pour toutes fonctions @, ..., @y, et n,, ..., n;, k des entiers tels que

k
Y n; = n, ot pour tout @; : R" — R, les variables aléatoires réelles
i=1

¢ (Xl’ ’an)’ ’(Pk(Xn1+...+nk_1’ ’Xn)

sont des variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes.

Exemple 14 — SiX;,X,,X3,X,, X5 sont indépendantes alors Xf + Xg,X3X5,X4 sont in-
dépendantes.

La proposition suivante est indiqué comme hors-programme dans la mesure ot la
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formule obtenue n'est pas a connaitre par coeur. En revanche, comme dans le cas
discret, la méthode mise en jeu dans la démonstration doit étre maitrisée.

Proposition ALEA13.8 | Minimum & Maximum de variables aléatoires discréetes
— [H.P]
SoientXy, ..., X, discrétes et mutuellement indépendantes. Alors pour tout x € R,

P (min{Xj, ...
P (max{X,,...

Si de plus les variables aléatoires sont i.i.d. de méme loi qu'une variable aléatoire
X de fonction de répartition Fy, alors :
P (min {Xy, ...
P (max{Xj,...

Xpb=x)=PX=x)",
X, <x) =Fx(x)™.

Notez que lorsque n =2, on a
maX(XI,XZ) + min(Xl,Xz) - Xl + Xz, maX(XI,XZ) . min(XI,XZ) - Xl . Xz.

La premiere relation permet par exemple de calculer I'espérance de I'un connaissant
I'espérance de I'autre (voir plus bas pour la définition de 'espérance).

Preuve
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Attention
Les égalités

n
P (min{X,,...,X,} <) =p(U X, < x}),
n
P(max{X,,... X,} > x) = P (U X, > x})
i=1
sont vraies. Mais en revanche, les réunions précédentes ne sont pas disjointes.

Méthode
dantes

Trouver la loi d’'un min ou max de variables aléatoires discrétes indépen-

Pour le max X = max(X,, ...,X,,), si Xy, ..., X,, sont par exemple a valeurs dans N.

1. On calcule la fonction de répartition: P (X < k) =P (X; < k) ... P(X,, < k) pour
tout k € N. On invoque I'indépendance au moment adéquat.

2. On calcule ensuite P(X = k) en fonction de P(X<k) et P(X<k-1), ie
P(X=k)=P(X<k)-P(X<k-1) pour tout entier k.

Pour X = min(Xy, ..., X,,), remplacer dans 1) < par =, puis en déduire la fonction

de répartition. Etape 2) inchangée, mais utiliser larelation P (X = k) =P (X = k) -

P(X=k+1).

Exemple 15— Soient U;, U, les résultats de 2 lancers de dés a 6 faces et non pipés,
supposés indépendants. Déterminer la loi de U défini comme le plus grand des lan-

cers. Il est évident que|U(Q) = [1, 6] |. Soit donc k € U(Q), calculons P(U = k).

Pour étudier un max, on utilise la fonction de répartition.
PU<k)=P(U,<k,Uy,<k)=P(U;<k)-P(U,<k),

par indépendance. Or,
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Donc finalement :
k2
= %.

Puis on récupere la loi, en écrivant que

VkeU(Q), P(U<Kk)

P(U=k)=P(U<k)-PU<k-1)

B gkel2, 6],
3 —0 sik=1, o
les formules se réunissent en une seule
kK (k-1?
36 36

Donc la loi de U est la suivante, en utilisant une identité remarquable :

2k -1
‘U(Q):[[].,G]], P(U:k’):T

n ESPERANCE, VARIANCE, MOMENTS

m Espérance

On en vient au coeur du chapitre, la définition de I'espérance pour une variable aléa-
toire réelle discréte a support non forcément fini mais, plus généralement, au plus
dénombrable. Reprenons le cours de premiere année : si X(Q) = {xy,..., x,,} est fini,
vous aviez appelé espérance de X la quantité suivante :

n
EX)= ) xPX=x)=) x,PX=x),
xeX(Q) i=1
formule qui était directement inspirée du cas de la loi uniforme :

1 n
EX)==) x; (moyenne d’une série statistique)
n iz
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Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

Dans ce cadre, 'espérance était une somme finie donc existait toujours. A présent,
étant donné que le support n'est plus fini, nous allons nous intéresser plutét a la
convergence d'une série, i.e. 2 une moyenne sur un «nombre infini de termes».

—— Définition ALEA13.6 | Espérance d’une variable aléatoire réelle discréte
Soit X une variable aléatoire réelle discréte.
1. (Admettre une espérance) On dit que X admet une espérance si

(L xPX= x))xEX(Q)

2. (Valeur de l'espérance)
rance deX la quantité

converge absolument.

Si X admet une espérance, alors on appelle espé-

EX)= ) xPX=x).
xeX(Q)

Une variable aléatoire d’espérance nulle est dite centrée.

Remarque 21— Pourquoi supposer une convergence absolue? Nous avons vu
dans le Chapter ANA.10 qu’en cas de convergence absolue, 'ordre de sommation des
termes d’'une série n’a aucune importance. Ainsi I'espérance définie précédemment
ne dépend pas de la numérotation choisie pour les éléments de X(Q) = {x,,, n € N}
(ou{x,, n€[0, NJ}).

On vérifie immédiatement que toute variable aléatoire a support fini possede une

espérance.

Proposition ALEA13.9 | Cas ol1 X(QQ) est fini
Ri X(Q) = {x;,...,xn} avec x;,...,xy € Ret N € N, alors X admet toujours une

*On rappelle encore une fois la signification du symbole somme dans cette formule : si par exemple

X(Q) = {x;, i € N} est dénombrable, onnote ) xPX=x)=) x;P(X=x,)
xeX(Q) i=0
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espérance définie par :

N
EX) =) x,PX=x,).
n=1

— Proposition ALEA13.10 | Espérance d’une indicatrice

523

SoitA € T, alors: E(1,)=P(A).

La proposition précédente parait anecdotique, mais elle serait d'importance capitale
dans de futurs chapitres, afin notamment d’interpréter les probabilités comme des
moyennes et pouvoir les approcher par simulation.

Preuve Nous avons déja établi que 1, est une variable aléatoire discréte. Calcu-

lons son espérance.

Exemple 16 — Soit X une variable aléatoire décrivant le lancer d’'un dé. Calculer l'es-

pérance de X?, en utilisant la définition de 'espérance.
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Exemple 17 — Soit X une variable aléatoire réelle discrete telle que X(Q) = N* et pour
toutn=1: PX=n)=4.

La variable X admet une espérance, calculons-la.

Exemple 18 — Soit X une variable aléatoire réelle discrete telle que X(Q2) = N* et pour
toutn>1: P(X=n)=-—-—.Lavariable X n'admet pas d’espérance, pourquoi?

n(n+1) "
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PROPRIETES DE L'ESPERANCE.

—— Théoréme ALEA13.4
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes admettant une espérance. Alors :

1. (Linéarité de 'espérance) SoientA,pe R, AX+ puYadmetune espérance
et:

E (AX + 1Y) = AE (X) + pE ().
2. (Positivité de 'espérance) X=0 — EX)=0, et:
X>0, EM=0 < X=0ps (iePX=0)=1]
Le résultat subsiste si on a seulement P (X = 0) = 1 en hypothése, i.e.

PX>0)=1
PX>0=1, EX=0 <> X=0ps [(iePX=0)=1).

= EX)=0,

3. (Croissance de I'espérance)
X<Y = EX<E({).
Le résultat subsiste si on a seulement P (X < Y) = 1 en hypotheése, i.e.

PX<Y)=1 = EX)<E(®Y).

Preuve

1. Nous admettons provisoirement lalinéarité de I'espérance : 1a preuve nécessitant
le théoreme de transfert pour les couples aléatoires, que nous verrons plus tard.

2. Nous admettons provisoirement ce fait, qui nécessite 1'inégalité de BIENAYME-
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Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

TCHEBYCHEV, et qui sera vue dans un prochaine chapitre.

5[]

FORMULE DE TRANSFERT POUR UNE VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE. Lobjectif est ici d’obtenir
une formule pour calculer des espérances de fonctions de variables aléatoires f(X)
sans avoir a trouver la loi de f(X) (ce qui peut se révéler compliqué). Le théoreme de
transfert répond a ce probleme.

Remarque 22—  On peut donc, avec ce théoréme, calculer 'espérance de f(X) en
connaissant seulement la loi de X

—— Théoreme ALEA13.5 | Transfert pour les variables aléatoires discretes
Soit X une variable aléatoire discrete et f : X(Q2) — R. Alors::
fX) possede une espérance < (D _f(X)PX= x))xEX(Q) converge
absolument.
Dans ce cas, nous avons :

EfX)= ) fOPX=x).

x€X(Q)
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Preuve C’est un calcul direct, en utilisant la loi de f(X) calculée dans la Propo-
sition ALEA.15.8 :

Y xP(fX)=x)

xef X)(Q)
x ) PX=y)

= )
yeX(Q)

xef (X)(Q)
x=f(y)

Y, xP(X=y)=
xef (X)(Q) yeX(Q)
x=f(y)

LY yP(Y=y).

yeY(Q)

E(f ()

> yP(X=y)
xef (X)(Q) yeX(Q)
x=f(y)

Nous admettons la derniere égalité.

Remarque 2.3 — On note donc que, dans la formule de transfert, nous avons
P (X =x) avec x € X(Q) qui est largement préférable a P (f(X) = y) pour tout y €
FX) ().

~—— Corollaire ALEA13.2 | Inégalité triangulaire pour I'espérance
Soit X une variable aléatoire réelle discrete. Alors :

X admet une espérance <= |X| admet une espérance.
Et dans ce cas :

|EX)| <E(X]).

Preuve
séries)

(Point clef — Théoréme du transfert & Inégalité triangulaire pour les
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Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

Exemple 19 — Cas fini On considére la variable aléatoire donnée par le tableau sui-
vant :

| X=k [ 3 ] 1[0 [ 1 ]2]3]
| P(X=k)[2/10 | 1/10 | 1/10 [ 2/10 | 3/10 | 1/10 |

~—— Corollaire ALEA13.3 | Transfert pour les fonctions affines

Soit X une variable aléatoire discrete et a, b € R. Alors :

1. X possede une espérance —> aX + b posséde une espérance. et Y = 3X + 2. Calculer de deux maniéres son espérance. @

2. Supposons que a # 0. Alors: aX+ b possede une espérance —> X pos-
sede une espérance.

De plus, si X et aX + b possédent une espérance, nous avons :

E(aX+b) =aEX) +b.

Preuve

Corollaire ALEA13.4 | Centrage
Soit X une variable aléatoire discrete possédant une espérance, alors

X —-EX) estune variable aléatoire centrée.

Preuve Appliquer le résultat précédent avec a = 1 et b = —E (X). Alors X — E (X)
possede donc une espérance, et

EX-EX)=EX)-EX) =0.
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Exemple 20 — Cas dénombrable SoitY = @ ou X est définie par X(Q) = N* et

P(X=k)= zlk pour tout k € N*. Calculer de deux maniéres son espérance.

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

m Moments d’ordre supérieur

ATlaide du théoréme de transfert, nous pouvons donc affirmer les points suivants.

Définition/Proposition ALEA13.2 | Variance, écart-type, moments, version dis-
— créte
» (Moments d’ordre k) On dit que X admet un moment dordre k € N si
I'équivalence suivante est réalisée :

E(IXIk)<oo — (leIkP(X:x)) oy Converge.

X€

On appelle alors moment dordrek : E (X ) = ) x*P (X = x).
xeX(Q)
» (Moments d’ordre 2) On dit que X admet un moment dordre deux si

I’équivalence suivante est réalisée :
E(X’) <o = (YLIxPPX=x)),q cONverge.

On appelle alors momentdordre2: E(X*)= ) x*PX=x).
xeX(Q)
» (Variance) SiX admet un moment d’ordre deux, alors X admet un mo-

ment d’ordre un (i.e. une espérance), et on appelle variance deX la quantité
notée Var (X) et définie par:  Var (X) = E (X - E (X))?). La variable aléatoire
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Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

5 . . . . La varian ‘une variable aléatoire mesure 1'écart « ratique» 1Té
X possede une variance si et seulement si : 3. La variance d'une variable aléatoire mesure 1'écart c!uéd at que> (au ca e).
moyen entre X et sa valeur moyenne E (X), et en plus elle réalise le minimum parmi

Y (x-EX)P*PX= x))xEX(Q) converge tous les écarts au carré (voir 'exemple ci-apres).

(X **P (X = X)),y ) CONVerge

Dans ce cas,
Exemple 21— Lespérance minimise l'écart quadratique aX Soit X une variable aléa-

VarX)= ) (x-EX))’PX=x).
toire admettant un moment d’ordre deux. Démontrer que a — E ((X — @)?) est mi-

xeX(Q)

On appelle écart-type de X, la quantité notée oy et définie par oy := nimale pour a = E (X)-
v/ Var (X). Une variable aléatoire de variance un est dite réduite.

Preuve Montrons que : si X admet un moment d’ordre deux, alors X admet un
moment d’ordre un. Le reste provient de simples applications du théoréme de trans-

fert. @

0 Méthode Etudier Uexistence d’une variance dans le cas discret
Cela revient a étudier la convergence de :

Y IxPPX=x).
xeX(Q)

Proposition ALEA13.11 | Cas d’une variable aléatoire bornée
Soit X une variable aléatoire discrete.
4 Si X est bornée, alors X admet une variance.
»  Lerésultat est encore vrai si X est presque-stirement bornée : s’il existe M €
R* tel que P (|X| < M) = 1 alors X admet une variance.

Remarque 2.4—  Onretiendra également que :

1. siX n’a pas d’espérance, alors elle n'a pas de variance.
2. Le moment d’'ordre 1 correspond donc a I'espérance.
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Preuve Montrons que OPERATION DE CENTRAGE/REDUCTION. La proposition ci-dessous parait anecdotique

) ) . mais elle sera d’'un intérét majeur plus tard dans I'année.
Y x*P(X=x) converge (et donc absolument aussi car positive).

xeX(Q)
— Définition/Proposition ALEA13.3
Faisons le cas général : on suppose qu'il existe M € R* tel que P (|X| <M) = 1. Soit X une variable aléatoire discréte ayant une variance, alors
. _ X-EX)
(défi.) Oy
est une variable aléatoire réelle centrée réduite. On I'appelle la centrée/réduite de
X.
Proposition ALEA13.12 | Propriétés de la variance/covariance o @
reuve

Soient X, Y admettent une variance, et A, p € R.
1. (Variance nulle) VarX)=0 < X=EX) p.s.

2. (Variance d’une expression affine) Var ( + p) = ar (X).
3. (Formule de KON1G-HUYGENS) Var (X) = E (X*) - E X)2.

Preuve

Exemple 22 — Soit X — % (n, %) Dans quel ensemble fini X* prend-elle ses valeurs?

Calculer explicitement X* dans ce cas.
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CAS DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES. On présente sans démonstration le résul-
tat suivant, qui sera démontré et étudié dans le Chapter ALEA.16 sur les couples aléa-
toires discrets.

—— Proposition ALEA13.13
SiX,,..., X, sont n variables aléatoires discrétes mutuellement indépendantes.
Alors :

1. (Espérance d’un produit) siles X; admettent une espérance,

E(X;..X,)=E(X;)...E(X,).

2. (Variance d’'une somme) siles X; admettent une variance, alors

Var (X; + - +X,,) = Var (X;) + --- + Var (X,,) .

Preuve Provisoirement admis.

n LOIS DISCRETES USUELLES

Pour chacune des lois ci-dessous, il est important de connaitre :

saloi — ce qui inclut X(Q2) ! — et une idée de son histogramme,
son espérance/variance,
le type d’expérience dans lequel elle intervient,

%@ et comment la simuler a I'aide de Python.

v v v Vv

Dans la pratique, on essaiera autant que possible de traduire I’énoncé avec des lois
usuelles. Nous supposerons dans la suite avoir effectué les importations suivantes.

Pour l'aspect informatique, nous aurons besoin des importations suivantes, que I'on
suppose donc réalisées dans toute la suite.
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import as # pour les simulations

import as # pour les fonctions classiques et/ou la
— simulation

import as # pour les représentations

— graphiques

GENERALITES A PROPOS DE LA SIMULATION DE VARIABLES ALEATOIRES REELLES. Commencons
par définir ce que 'on appelle simulation de variable aléatoire en Mathématiques.

— Définition ALEA13.7 | Simulation
Soit X une variable aléatoire. Alors on appelle simulation de la variable aléatoire X
toute procédure permettant de renvoyer un X(w) pour o € Q, de sorte que sil'on
effectue n simulations X(w,),...,X(w,,) avec n € N selon cette méme procédure,
on ait :

n

2 Uxwies)

VxeR, =L
n

n—oo

PX<x).

Autrement dit, 'histogramme associé a la suite de simulations est proche du véritable
histogramme de la loi, ce qui est un comportement naturel attendu.

Remarque 31— Loi uniforme continue On dira qu'une variable aléatoire U a va-
leurs dans R suit une loi uniforme sur [0, 1] si pour tout intervalle I,

PUe€I) =Long(In[0,1]).

Autrement dit la probabilité d’étre dans un certain intervalle est la longueur dudit
intervalle. Nous étudierons plus en détail cette variable aléatoire non discrete plus
tard dans 'année (Chapter ALEA.14).
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Proposition ALEA13.14
Soit X une variable aléatoire réelle telle que Fx soit bijective. Alors :

F'(U) ~X, ou U< 2([0,1]).

Preuve Les variables aléatoires F5' (U) et X ont méme loi si et seulement si elles

ont méme fonction de répartition.

Remarque 3.2 — FEt si F; n'est pas bijective? En fait, méme si Fx n'est pas bijective
on peut construire une fonction Gy telle que Gy (U) ait pour loi X.”

Tous les constats précédents se résument en 'idée suivante :

Résumeé

la simulation d’une loi quelconque se rameéne a la simulation d'un réel aléatoire
dans [0, 1].

C’est ce que nous allons observer dans tous les scripts de simulation qui suivent.
Méme pour 'un des plus simples, celui de la loi de BERNOULLI, on utilisera une si-
mulation de %[0, 1]. Nous verrons en TP avec quelle méthode Python simule ce réel
dans [0,1[.°

*En l'occurence, la fonction Gy ci-aprés convient: VYu e R, Gx(u) =inf{t € R, Fx(¢) = u}.Onl'ap-
pelle l'inverse généralisé de Fy. On peut démontrer que Gy o Fy (1) = u pour tout u € R, et cela permet
de justifier que Fx' (U) est une variable aléatoire de loi celle de X.

611 nexiste pas de «vrai» aléatoire en informatique, Python fournit en fait les valeurs successives de
certaines suites récurrentes bien choisies
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Simulation d’un réel entre 0 et 1

>>> import as
>>> rd.random()
0.3452858087126355

Le module random sait aussi simuler beaucoup de lois usuelles, mais vous devez aussi
savoir la simuler «a la main». Dans la suite nous donnerons systématiquement les
deux.

COMMENT TRACER UNE FONCTION DE REPARTITION EN PYTHON? Pour tracer une fonction de
répartition d'une loi discreéte, on utilise le fait déja établi suivant : c’est une fonction
constante par morceaux, et chaque saut est aux éléments du support de X, 'ampli-
tude d’un saut valant P (X = k) si k € X(Q). On en déduit alors la fonction générale
suivante.

def trace_fdr(Support, Loi):
trace la fonction de réparition de loi loi donné dans la liste
— Loi, et de support support
Fdr = [0 for _ in range(len(Support))]
for k in range(0, len(Support)):
Fdr[k] = sum([Loi[i] for i in range(0, k+1)1)
plt.step(Support, Fdr)
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m Loi uniforme discréte

Définition/Proposition ALEA13.4 | Loi uniforme sur un sous-ensemble fini de Z

Soit E un sous-ensemble fini de Z. On dit qu'une variable aléatoire suit une loi
uniforme sur E (on note X — % (E)), si:

1
X@=E, VkeE PX=k)=_—.

Remarque 3.3 — Modélisation. Toute expérience aléatoire dont les issues sont des

nombres entiers en nombre fini, apparaissant de maniere équiprobable.

Preuve Il existe un espace probabilisé et une variable aléatoire vérifiant ces

conditions. En effet,

Exemple 23 — Cas d'un intervalle d’entiers consécutifs. En particulier, si E = [a, D]

avec (a, b) € Z* deux entiers tels que a < b, X — % ([a, b])), si:

1

Vke[[a,b]], P(XZk)=m

La quantité b — a + 1 est simplement # [a, b].

Proposition ALEA13.15 | Espérance, variance
SiX — % ([a, b]) avec (a, b) € Z?, alors X posséde une espérance et une variance,
et:

a+b (b-a)-(b—a+2)
EX)=——, VarX)= .
2 12
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Preuve

HISTOGRAMME, FONCTION DE REPARTITION.

Histogramme de la loi uniforme

g =
b =

0
9

Support = range(a, b+1)

Loi

[0 for _

in range(len(Support))]

Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes
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for k in range(b-a+1): Résumé
Loilk] = 1/(b-a+1) plt.bar permetde tracer des diagrammes en batons et plt. step trace des fonc-
plt.bar(Support, Loi) tions en reliant les points par morceaux

SimuLATioN. On va pouvoir se ramener a une loi uniforme sur [0,1] comme nous
l'avions démontré de maniere générale au début de cette sous-section.

Proposition ALEA:13.16 | Simulation d’une loi uniforme discréte sur [a, b]
Soient a, b deux entiers distincts et U — %([0, 1]). Alors :

a+Ub-a+1)]—([a, b]).

0.00

010 -
008 -
0.06 -
0.04 =
002 -
- " " 0
0 2 4

Preuve La variable aléatoire est a valeurs entiéres supérieures ou égales a a et

inférieures a b. Soit donc k = a, calculons P (a+ [U(b—a+1)] = k). @
Fonction de répartition de la loi uniforme

trace_fdr(Support, Loi)

08 -

06 -

On en déduit alors le script suivant de simulation.

04 -

Simulation de la loi uniforme sur [a, D]

def uniforme(a, b):
return a + int(rd.random()*(b-a+1))

Ou bien on utilise la fonction existante du module random.

rd.randint(a, b)
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m Loi de BERNOULLI & binomiale

Définition/Proposition ALEA13.5 | Loi de BERNouULLI/Rademacher de parametre
— P
Soit p € [0, 1]. On dit qu'une variable aléatoire suit une :
» (loide BErnNouLLI de paramétre p) (on note X — %B(p)), si:

X ={0,1}, PX=D=p, PX=0=1-p.

»  (loi de RADEMACHER de paramétre p) (onnote X — % (p)), si:

X ={-1,1}, PX=1D)=p, PX=-1)=1-p.

Remarque 3.4 — Modélisation. Toute expérience aléatoire dont les issues sont au
nombre de deux, dont I'une apparait avec probabilité p.

Remarque35— Sip=1(¢fp=0)alorsPX=1)=1(cf=0)etPX=0)=0/((cf
= 1) donc X est constante égale a 1 (cf. 0) presque-stirement.

Preuve Il existe un espace probabilisé et une variable aléatoire vérifiant ces

conditions pour I'une ou 'autre des lois. En effet, @

BCPST2 @ 2021 / 2022
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— Proposition ALEA13.17 | Exemples typiques, Obtenir le parameétre
» (Indicatrice) SoitA € J,alors 1, — A (P (A)).
» (Valeurs0,1) SiX estune variable aléatoire telle que X(Q) = {0, 1} alors

X — BPX=1) =% (EX).

En particulier, si X suit une certaine loi de BERNOULLI, son parametre est
donné parP(X =1) =E (X).’

Cette propriété nous informe donc que toute expérience aléatoire a deux issues peut
étre modélisée par une variable aléatoire de BERNOULLI, aprés numérotation des
deux issues par 0, 1.

Preuve
>

Proposition ALEA13:18 | Lien entre BERNOULLI et RADEMACHER
Soit p € [0,1], alors :

X—=%B(p)

rd

2X -1 — Z(p).

Preuve

534

"Plus tard dans 'année, nous aurons des outils pour estimer 'espérance ou une probabilité, et donc
pour estimer un parametre de BERNOULLI a priori inconnu.
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—— Deéfinition/Proposition ALEA13.6 | Loi binomiale de parametres p et n
Soient p € [0,1] et n € N. On dit qu'une variable aléatoire suit une loi binomiale
de parameétres p et n (on note X — % (n, p)), si:

X(Q):[[O, l’l]], VkE[[O, I’l]], P(X: k):(Z)pk(l_p)n—k'

muler. Nous n‘avons pas encore les outils pour la démontrer, elle est donc pour le
moment admise.

Proposition ALEA13.19 | Somme de binomiales indépendantes
Soient p € [0,1], X, ...,X,,,n = 1 des variables aléatoires réelles indépendantes
telles que pour tout i € [1, n], X; — %B(p).Alors:

X, +...+X, = B(n,p).

Remarque 3.6 — Modélisation. Toute épreuve constituée de n épreuves aléatoires
dontles résultats sont indépendants, chacune ayant deux issues appelées succes (de
probabilité p) et échec (de probabilité 1 — p). La variable aléatoire X est le nombre
total de succes dans ces n épreuves. Un raisonnement de dénombrement conduit a
la formule mentionnée supra.

Il existe un espace probabilisé et une variable aléatoire vérifiant ces

Preuve

conditions. En effet,

—— Proposition ALEA13.20 | Espérance, variance

Preuve Provisoirement admise.

» SiX— %B(p)avecp € [0,1], alors
EX)=p, VarX)=pd-p).
» SiX— %B(n,p)avecp € 0,1] etn €N, alors X possede une espérance et une

variance, et :

EX)=np, VarX)=np(-p).

Exemple 24 — Stabilité par retournement Justifions les deux faits ci-apres, tout a fait
conformes a I'intuition. Soient p € [0,1] et n > 1.

»  SiX— B(p),alors1-X — B(1 —p).@

4 SiX'—>98(n,p),alorsn—X<—>93(n,1—p).

La propriété qui suit nous servira notamment pour interpréter la loi binomiale en
terme de variables aléatoires suivant une loi de BERNOULLI et donc de pouvoir la si-
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Preuve (formules de l'espérance et la variance)

Jrd
Jatd
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Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

Exemple 25 — Marche aléatoire simple sur Z Soient (R,,) une suite de variables aléa-

toires indépendantes de méme loi Z(p) avec p € [0,1]. On pose :

S,=R;+--+R,.

1. Pourtouti €N, onnoteX; = %. Quelle estlaloide X;?

2. Déduire laloi de s”2+ ~ pour tout 7 € N, puis I'espérance et la variance de S,,. @

HISTOGRAMME, FONCTION DE REPARTITION. Méme principe que pour la loi uniforme, on
reprend les scripts précédents en modifiant le support et la loi. Notez que, étant don-
né le choix de parametres, le support de la loi se concentre dans la partie gauche du
graphique (I'espérance vaut % .

Histogramme de la loi binomiale
import

def binom(n, k):

(n : int, k : int) -> renvoie le coefficient binomial k parmi

< n
if k > n:
return 0
3. Un(e) éleve de BCPST titube en rentrant d’'un bar boulevard des Pyrénées, situé a else: _ . _ .
une abscisse 0. On suppose que cet éléve avance de 1 avec probabilité p, recule de 1 return scipy. spec1.al‘ : bl”O"_‘ (n, .k) #commande toute faite
avec probabilité 1 - p. En moyenne, a-t-il une chance d’atteindre son appartement ~ pour le coefficient binomial
situé al’abscisse x = 10? Si oui, préciser environ au bout de combien de temps. N = 20
p=20.3
Support = range(0, n+1)
Loi = [0 for _ in range(len(Support))]

BCPST2 @ 2021 / 2022

for k in range(len(Support)):
Loi[k] = binom(n, k)*(px*k)*((1-p)**(n-k))
plt.bar(Support, Loi)

536 ﬁ/ Lycée Louis BARTHOU - Pau



Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

0150 -
o125 -
0100 -
0075 -
0050 - I I
0025 -
. L
0 5 10

=
IS

0.000

Fonction de répartition de la loi 23(20,0.3)

trace_fdr(Support, Loi)

08 -

SimuLATION. Le pointde départ pour ces deuxlois estla simulation d'une BERNOULLI,
qui se fait en regardant dans quelle portion de 'intervalle [0, 1[ ([0, p] ou [p,1 — p[)
se trouve rd.random(). Ensuite pour déduire la bionomiale un certain nombre de
résultats, d'ot1 'importance de bien connaitre l'interprétation de ces lois en terme
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d’expérience aléatoire. Nous ferons de-méme pour la loi géométrique plus tard.

Simulation de la loi de BERNOULLI et de la binomiale

import random as rd

def

def

bernoulli(p):

simule une bernoulli
if rd.random() < p:
return 1
else:
return 0O

binomiale(n,p):

simule une binomiale

S=0
for i in range(n):

if rd.random() < p:

S += 1
return S

Le module random ne sait pas simuler directement les lois de BERNOULLI et bi-
nomiale. On fait donc plutot appel pour cela a la sous bibliotheque random de
numpy.

np.random.binomial(n,p)
np.random.binomial(n,p,nb_simu) # Si 1'on souhaite un tableau

—

numpy de simulations
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m Loi Hypergéométrique

Définition/Proposition ALEA13.7 | Loi hypergéométrique de parametres p et
— n,NeN —
Soient p e [0,1]etn,NeNtelsque: 1<n<N, NpeN.Onposeqg=1-p.
On dit qu'une variable aléatoire suit une loi hypergéométrique de paramétres p et
n,N (onnote X — # (N, n, p)), si:

X(@Q) =[0,n], Vke[o,n], P(X=k)=-Lnk

Remarque 3.7 — Modélisation. Décrit une série de tirages sans remise (ou simul-
tanés) de n éléments dans un ensemble contenant Np éléments de type 1 et Ng €élé-
ments de type 2. La variable aléatoire X représente le nombre d’éléments de type 1
obtenus dans ce paquet de n éléments.

Expliquons cette remarque a 'aide d'un raisonnement de dénombrement.

BCPST2 @ 2021 / 2022
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Preuve 1l existe un espace probabilisé et une variable aléatoire vérifiant ces
conditions. C’est une conséquence, notamment, de la formule de VANDERMONDE.
Nous admettons le reste.

Remarque 3.8 — Lorsque N devient grand, nous montrerons dans le Chap-
ter ALEA.16 que cette loi est proche d'une %(n, p). Et c’est bien logique sil’'on analyse
I'expression aléatoire type qu’elle décrit. En effet, si le nombre de boules dans 'urne
est trés grand, la non-remise devient « équivalente» a la remise.

Remarque 3.9 — A propos du support.
bilisé sous-jacent de sorte que

On peut méme construire 1'espace proba-

X(Q) = [max(0, n —Ng) , min(n,Np)].

Pour constater cela, analyser la nullité des coefficients binomiaux en fonction des pa-
rametres. Pour simplifier, nous conserverons le support de la définition précédente.

Proposition ALEA13.21| Espérance, variance
SiX — #(N,n,p) avec p € [0,1] et n,N € N, alors X posséde une espérance et
une variance, et :

N-n
Var X) = npg——

EX)=np, N_1

Preuve Numérotons les éléments de type 1 entre 1 et Np.

Np

On peut écrire X de la la maniére suivante : X = )_ Tg, ou E est I'événement

k=1
«nous avons tiré I'élément k dans notre paquet de n éléments». Alors pour tout en-
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HISTOGRAMME, FONCTION DE REPARTITION.

tier k € [1, Np],

(Nfl) N-n n
PRy 1 _snt -
P(E)=1-PCE =1 & - =5

Ainsi, par linéarité de 'espérance, on a:

A7) n n n

Np
EX)= Y P(E)=Y —=Np—=Np =p
k; (Ex) =N N Np +Ng

car p + g = 1. Nous admettons la formule de la variance.

p+q

np

020 -

o015 -

010 -

0.00 - ) —l g l— ]
5 10 15

20

Fonction de répartition de la loi .72 (30, 20, 0.5)

trace_fdr(Support, Loi)

Méme principe que pour la loi uniforme, on
reprend les scripts précédents en modifiant le support et la loi. Notez que, étant don-

o
ES

née le choix de parametres, le support de la loi se concentre dans la partie gauche du
graphique (I'espérance vaut % .

Histogramme de la loi hypergéométrique

q:

T S =2

30
20
0.5

I-p

Support = range(0, n+1)

Loi
for

plt

= [0 for _ in range(len(Support))]
k in range(len(Support)):

Loilk] = binom(N*xp, k)*binom(Nxq, n-k)/binom(N, n)
.bar(Support, Loi)

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

SimuLATioN.  On crée deux variables correspondant aux nombres d’objets de type 1
et 2, on fait des tirages selon les proportions calculées et on actualise les proportions
apres chaque tirage.”

8Intuitivement, il s’agit de simuler une succession de tirages sans remise dans une urne.
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Simulation de la loi hypergeométrique

import as

def hypergeometrique(N, n, p):
simule une hypergeometrique
N : nombre total d'éléments
n : nombre d'éléments piochés
p : proportion éléments type 1

nnn

Nb_typel = N * p
Nb_type2 = N - Nb_typel
S=0

for i in range(n):
if rd.random() < p:

Nb_typel -= 1
S += 1
else:
Nb_type2 -= 1
p = Nb_typel/(Nb_typel + Nb_type2) # proportion boules de
—~ type 1
return S

Le module random ne sait pas simuler directement la loi hypergéométrique. On
fait donc plutdt appel pour cela a la sous bibliotheque random de numpy.

np.random. hypergeometric(Np,Ng,n) # Attention a 1'ordre des
—~ paramétres, et aux parametres eux-mémes

Nous passons aux lois propres au programme de seconde année : les lois discrétes

dont le support n'est pas fini mais plus généralement dénombrable.
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Loi Geométrique & Absence de mémoire

Définition/Proposition ALEA13.8 | Loi géométrique de parameétre p
Soit p €]0,1], on pose g = 1 — p. On dit qu'une variable aléatoire suit une loi géo-
métrique de paramétres p (on note X — ¥ (p)), si:

X(Q)=N*, VkeN*,

e Attention

Le support de la loi géométrique est N* et non N : le premier succes ne peut arri-
ver sans commencer 'expérience.

P(X=k)=pq*.

Remarque 310 — Modélisation. Temps d’apparition du premier succes dans la ré-
pétition, de maniere indépendante, d’'une expérience aléatoire de BERNOULLI (succes
p €10,1], échec g =1 - p).

Remarque 3.11—

» Sip =1, alors le premier succes arrive presque-siirement des le premier essai
donc X devrait étre égale a 1 presque-stirement. On retrouve ce fait en analysant
I'expression de P (X = k) pour tout k = 1 —en effet, g =0 etdonc PX=1) = 1
mais P (X = k) =0deés que k = 2.

»  Enrevanche, onexclut p = 0 dansla définition, car dans ce cas on aurait «X = co»
presque-surement. De maniéere plus pragmatique, la somme des probabilités ne
serait pas égale a 1.

Preuve Il existe un espace probabilisé et une variable aléatoire vérifiant ces

conditions. En effet,
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Le support de cette loi est non borné, donc 'existence d'une espérance n’est ici plus

automatique et se ramene a I’étude de la convergence d'une série.

Proposition ALEA13.22 | Espérance, variance
SiX — ¥(p) avec p €]0, 1], alors X possede une espérance et une variance, et :

1 q
EX)=—, Var(X)=—.
p p

Preuve

Corollaire ALEA13.5 | Obtenir le parameétre
SiX — ¥4(p) avec p €]0,1] alors:

1
p—l—P(X>1)—m.

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau
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Comme pour la loi de BERNOULLI, on peut treés facilement obtenir le parametre
connaissant 'espérance.

Preuve Immédiat d’apresla formule de ’'espérance, et celle de la fonction d’anti-

répartition, puisque nous avons montré que pour tout k € N*, P (Xk ) =(1-p)k.

Exemple 26 — Probabilité conditionnelle selon une loi géométrique SoientX — 4 (p)
1

k .
3) pour tout entier k € N*.

avec p €]0,1] et A un événement tel que P(A|X = k) = (
Calculer P (A), puis la loi conditionnelle de X sachant A. @
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Pour les lois précédentes, nous n'étions pas capables de donner une formule expli-
cite pour la fonction de répartition, i.e. sans faire intervenir de somme. Pour la loi
géométrique, c’est possible.

—— Proposition ALEA13.23
Soit X — ¥4 (p) avec p €]0,1]. Alors :

»  (Antirépartition) pourtoutk e N*, 1-Fx(k)=P(X>k)= q*,’

» (Répartition) pourtout k e N*, Fy(k)=1-gF, et pourtout x €R,

1_q[XJ
Fxx)=PX< |x])= {O

six=1,

sinon.

Preuve
>

ABSENCE DE MEMOIRE. Avant de passer aux autres propriétés de la loi géométrique, dé-
finissions de maniere générale la notion d’absence de mémoire.

9Attention, cette expression est fausse si k = 0 par exemple carP(X >0)=PX>1)=1
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— Définition ALEA13.8 | Absence de mémoire
Une variable aléatoire réelle X est dite sans mémoire si :
1. elle est positive ou nulle,

2. pour tout couple (x,y) € (R**)?, ona:

PX>1t+s)=PX>s)PX>1). (Abs,Mém)

Avec les mémes notations que dans la définition, I'Eq. (Abs,Mém) signifie aussi, de
maniere équivalente, que la fonction de répartition F vérifie :

F(t +s) = F(¢) + F(s) —F(£)F(s).

Ou encore, en utilisant la formule d'une probabilité conditionnelle, que si P(X > s) >
0:

PX>t+5X>s8)=PX>1).

C’est cette derniére formule qui provient de I'intuition.

Remarque 312— Cas ou X est discrete telle X(Q2) = N*  Prenons le cas ou X est
discrete telle que X(Q) = N*. Alors la propriété d’absence de mémoire est équivalente
a:

V(k,/)e N*™)?, PX>k+{)=PX>kPX>/).

Nous allons a présent établir que la loi géométrique est a absence de mémoire. En
fait, on peut méme démontrer que c’est la seule loi discréte a I’étre. On commence
par des propriétés sur la fonction de répartition de la loi géométrique, donc on peut
établir une expression.

Proposition ALEA13.24
ﬁoit X — ¥ (p) avec p €]0, 1]. Alors X est a absence de mémoire.
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Preuve Soit k € N**, rappelons que Fonction de répartition de la loi ¢4(0.1)
PX > k) = g~. # Construction des probabilités cumulées :
Fdr = np.zeros(len(Support))
[::} for k in range(0,len(Support)):

Fdr[k] = np.sum([Loi[i] for i in range(0,k+1)1)
trace_fdr(Support, Loi)

08 -

HISTOGRAMME, FONCTION DE REPARTITION.
Histogramme de la loi géométrique

N = 50 # Troncature du support i -

n = 20

p=20.1 02 -

q=1-p

Support = range(1, N+1) 0 1 20 % w0 50

Loi = [0 for _ in range(len(Support))]
for k in range(len(Support)):
Loi[k] = p*g**k # k démarre a zéro, on décale donc de 1

1t.bar(Support, Loi . . . ) .
s (Supp ) SimuLATION. La simulation est encore une fois basée sur un schéma de BERNOULLI

puis : on crée deux variables correspondant aux nombres d’objets de type 1 et 2, on
fait des tirages selon les proportions calculées et on actualise les proportions apres
chaque tirage.

Simulation de la loi géométrique

import random as rd
s def geometrique(p):
mnmn
o ‘““l simule une geometrique
mnmn
| . IIIIIIIIIIII"IIIIIIn-.--------T
0 10 20 30

0.00 "
40 50 S=1
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while rd.random() > p: cédent.
S += 1
return S

Proposition ALEA13.25 | Espérance, variance

Le module random ne sait pas simuler directement la loi géométrique. On fait

N P iX e R**, alors X € < i ,et:
donc plutdt appel pour cela a la sous bibliotheque random de numpy. SiX = 2(A) avec A alors X possede une espérance et une variance, et

EX)=A, VarX)=A.

Preuve @

np.random.geometric(p) # Attention a 1l'ordre des parametres, et
— aux parametres eux-mémes

m Loi de PoISSON

Définition/Proposition ALEA13.9 | Loi de PoissoN de parametre A
Soit A € R**. On dit qu'une variable aléatoire suit une loi de POIssoN de parameétre
A (onnote X — Z(A)), si:

)\k
X(@Q) =N, VkeN, P(X=k)=-—e™

k!
Remarque313—  Nous montrerons dans le Chapter ALEA.16 que cette loi peut étre
approchée par des lois binomiales.
Preuve Il existe un espace probabilisé et une variable aléatoire vérifiant ces

conditions. En effet,

Corollaire ALEA113.6 | Obtenir le parametre
On peut constater que si X — Z2(A) avec A = 0, alors :

A=EX).

Remarque 314 — Modélisation. Nombre d'événements se produisant dans un in-

tervalle de temps fixé, si ces événements se produisent avec une fréquence moyenne Exemple 27 — Probabilité conditionnelle selon une loi de Porsson SoientX — 27(A)

k .
ou espérance connue et indépendamment du temps écoulé depuis 'événement pré- et A un événement tel que P(A|X = k) = (%) pour tout entier k € N. Calculer P (A),
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puis la loi conditionnelle de X sachant A. @ Support = range(1, N+1)
Loi = [0 for _ in range(len(Support))]
for k in range(len(Support)):
Loi[k] = lamba*xk/ma.factorial (k)*np.exp(-lamba)
plt.bar(Support, Loi)

012

010 -

0.08 -

006 -

0.04 -

002 - ‘ ‘I

oo M ,.II : II;._,
0 10 20

Fonction de répartition de la loi 22 (10)

trace_fdr(Support, Loi)

HISTOGRAMME, FONCTION DE REPARTITION. o

Histogramme de la loi de Poisson

N = 50 # Troncature du support 0 o » * * 0
lamba = 10
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SIMULATION.
de Po1ssoN a partir de I'uniforme sur [0, 1].

Commencons par la propriété qui va nous permettre de simuler la loi

Proposition ALEA13.26 | Simulation de la loi de PorssoN
Soit U — % ([0,1]) et A > 0. Alors :

n )\ke—)\
X:min{nEN, >

=Up > P).

E Il est clair que X(Q)) = N. De plus, soit k € N, alors :

Preuve
n—1 )\k -\ n )\ke—A
P(X:k):P(kZO 0 <UsI;) o )
- - définition de la loi uniforme
n-1 \kg=A n pkg-A
:L ’ )
S PR
n Ake=A  n-1)kg-A
=kZ_0 =
)\_"e‘ N - téléscopage
Y
DoncX — 22 (\).

Simulation de la loi de Poisson
On déduit alors al’aide d'une simple boucle while un script permettant de simu-
ler la loi de Po1ssoN.

import random as rd
def poisson(lamb):

nnn

Simule une loi de Poisson par inversion

U = rd.random()

BCPST2 € 2021 / 2022
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F=0
i=0
while F < U:
i+=1
F += np.exp(-lamb)*lamb**i/ma.factorial(i)
return i-1

Le module random ne sait pas simuler directement la loi de Porsson. On fait donc
plutdt appel pour cela a la sous bibliothéque random de numpy.

np.random.poisson(1/lamb) # Attention au parametre : c'est

— 1'inverse du parametre mathématique

m Bilan des lois discrétes

Le tableau suivant rassemble quelques lois discretes usuelles.

Paramétre(s) Notation Support
X(Q)
BERNOULLI p€l0,1] AB(p) {0,1} plik)+Q1-
p) 1y (k)
BINOMIALE (n,p) eN* x [0,1] B(n,p) {0,..., n} MpFa-pr*
(V=)
HYPER- pel0,1],NeN, F N, n,p) [0, n] Sk ok o
GEOMETRIQUE n €{0,...,N}, Np e N* (,,)
GEOME- pelo1] 4(p) N* p(1—p)kt
TRIQUE
POISSON A €]0,00] P2\ N e %’f

* % % Fin du chapitre * % x
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Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

EXERCICES
Généralités

Exercice ALEAI3:1 | Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N, telle que :

Pk

PX=k)= A+p

pourtoutk €N, p>0.

)k+1’

1. Justifier 'existence de X.
2, Lavariable aléatoire X admet-elle une espérance et une variance? Les calculer en
cas d’existence.

Solution (exercice ALEA13.1)

1. Pourtout k€ N,ona

pk

(1 +P)k+1 =0

De plus, puisque | | <l,ona:

o pk

Z‘ p)’C 1-% =l+p.
Donc

o0 pk

Z’ 1+ p)k+1 -

Le cours livre I'existence de X telle que

pk

=N, PX=k)=

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

2. Toujours car |-
fo'e) k-1
p 2
2k P (1+p)?,
et
pk-2
k(k-1) =2-(1+p)>.
T et e

on déduit

2
En multipliant la seconde égalité par 1 + Tl

Z k(k—1P(X = k)
k=2

=2p*= Z kP (X =k).
k=0

D’apres le théoréme de transfert, cela signifie que X(X — 1) admet une espérance
égale a 2p?. En multipliant la premiére égalité par ﬁ, on déduit

—p=Y kP(X=k).

(e}

Y kP(X=k)

k=1
D’aprés le théoreme de transfert, cela signifie que X admet une espérance
égale 4 p. Ainsi, XX — 1) + X = X* admet aussi une espérance et donc
[X admet une variance et une espérance. l Onadeplus:

E(X?)=EXX-1)+EX)
=2p*+p,
Var (X?) = E (X?) - E (X)?
=2p*+p-p*=|p’+p

E(X)=

Exercice ALEA13.2 | Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que :

1 1

VneN*, .
nz (n+1)2

PX=n)=
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1. Montrer que 'on définit bien ainsi une variable aléatoire.
> 1
2. Montrer que X posséde une espérance et que E (X) = )_ — . Possede-t-elle une
n=11
variance?
3. Montrer que E (X) < 2.

Exercice ALEA13.3 | Deux applications du théoréme de transfert

Soient n € N* et p € ]0,1[. On consideére une variable aléatoire X — %(n, p). Cal-
culerE (x+1)

Soient p € ]0,1[ et X une variable aléatoire suivant une loi 4(p). On pose Y = X.
Calculer E (Y) apres avoir justifié 'existence.

apres avoir justifié I'existence.

Exercice ALEAI13.4 | Soit X — % (p) avec p € ]0,1], on note
X
Y= (1 + (DY),

Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

Solution (exercice ALEA13.4)

Onnote g = p — 1. Constatons d’abord que Y(Q) = {%(1 +(-1),3(1+ 0)} = . Par
ailleurs,
P(Y=1) =P (X pair) :P(L+J {X:Zk})
k=1
Z pq**
p o0
> Y (4%)"
k= |la%| <1
_p_a >
q1-gq?
__4pr
p(l+q)
_q
1+q°
BCPST2 € 2021 / 2022

Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

Exercice ALEA13.5 | Identité de WALD — Espérance d’'une somme aléatoire de va-

riables aléatoires discrétes Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles dis-

crétes i.i.d. de méme loi 98(p) avec p € ]0,1[. Soit N — Z2(A) avec A € R. On définit
0 siN=0,

N
.
k=1

alorsYpar: Y=

siN #0.

n
1. Soitn € N*. Quelle estlaloideS, = ) X;?
2. Déterminer P (Y = 0). Déterminer alors P (Y = r) pour tout r € N*.
3. Déterminer E (Y) si elle existe.

Solution (exercice ALEA13.5)

La difficulté de I'exercice est la suivante : puisque N est une variable aléatoire, on ne
peut pas utiliser la linéarité de I'espérance pour calculer I'espérance de Y! En parti-
culier, il est faux d’écrire

E(Y)=E(X,)+

1. Soit n € N*. Alors par indépendance des X, on sait d’apres le cours :

.-+ E (Xy) = pN- une espérance ne peut étre aléatoire!

k=1

2. Onad’apres la formule des probabilités totales au systeme complet d’évenements
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Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

{N=0,N=n, neN*},

0OP(N=0)+) PY=0[N=n)P(N=n)

PY=0)=P(Y=0|N= )
n=1 question précé-

] A" > dente

— 1 —A+ 0 1_ n-0 —)\_
(A p))
Z
Aype (e)‘“ ”)—1)

=|e .

3. Soit r € N*, on a d’apres la formule des probabilités totales appliquée au systéme

complet d’événements {N = n},, .y
PY=r=PY=r,N=0)+) PY=rIN=n)PN=n) >
r=1

n

o

+
18

o0 1
=e 'Y ———p'1-p)"A"
= rl(n—r)! > A= ATAT
oo 1
—e Y Ao AP A= pn"
?;r)f o 1 changement d’indice
—e) p' y — A1 -p)"
r.. ,=oh
_ ()\p)re—)\e)\(l—p)
r!
= (Ap) e
r!

Puisque de plus P (Y = 0) = e™*”, on déduit que| Y — 2 (Ap).

4. Donc Y admet une espérance et

EW)=Ap=EN)-E(X,)]

Cette derniere identité sappelle l'identité de WALD et est vraie pour des lois plus gé-
nérales que celles prises dans l'exercice.
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Solution (exercice ALEA13.6)

Exercice ALEA13.6 | Etude de la série génératrice Dans tout I'exercice, en cas d’exis-

tence, on notera pour X une variable aléatoire discrete, Gy (t) = E (tx) pour t € R. On
l'appelle la série génératrice deX.

Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes et ¢ € R tel que G (t)
et Gy(#) convergent. Montrer que:  Gx,y (1) = Gx (£)Gy(1).

(Cas d’un support non borné) Soit X une variable aléatoire réelle discrete de
support X(Q) =

21) Justifier I'existence de Gy sur]—1,1[.

2.2) Etudier l'existence et calculer Gy (1).

(Cas d’'un support fini) On suppose dans cette question que le support de X est
fini et composé d’entiers : X(Q) = {k, ..., kx} avec k; € N pour tout i € [0, N]. On
suppose de plus que la suite (k;); est croissante.

31) Montrer que Gy est une fonction polynomiale, précisez son degré ainsi que
ses coefficients. En déduire que deux variables aléatoires finies ont méme
loi si et seulement si elles ont meme série génératrice.

kj)

3.2) Endéduireque: P (X = kj) x ( ) pour tout j € [0, NJ.

3.3) Exprimer espérance et variance de X en fonction de Gg.

3.4) SoitneN,etX,,...,X, — %(p) indépendantes avec p € ]0,1[. A I'aide des

questions précédentes, établir les faits suivants :
» X, +-+X,— AB(n,p),
» retrouver les formules de I'espérance et de la variance.

1. Soit ¢ € R, alors par théoréme du cours, t*, t¥ sont indépendantes, donc

E () =E(¢* ¢¥) =E(¢X)-E (") = Gx(1) - Gy (1),

Donc: | Gyuy(1) = Gx (1)Gy(1). |
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2. (Cas d’'un support non borné) Soit X une variable aléatoire réelle discrete de
support X(Q2) = N.
21) Cette fois-ci on a, d’apres le théoreme de transfert, en cas de convergence

absolue,

Gx(0) =) t"P(X=k).
k=0

On étudie donc la nature de
Y tfP(X = k).
k=0

Puisqu’'une probabilité est majorée par 1, on a

VieR, 0<[t*P(X=k)<|tlF,

or le majorant est le terme général d'une série convergente si et seule-
ment si || < 1. Donc si ¢t €] - 1,1[, ¥, 1t|*P (X = k) converge d’apres
le théoreme de comparaison pour les séries a termes positifs. Ainsi,
[GX est définie sur ] —1,1[. |

On étudie Y32 1P (X = k), cette série converge et est de somme 1, puisque

{X = k, k € N} est un systéme complet d’évenements. Donc | Gy (1) = 1.

3. (Cas d’un support fini)
31) Puisque X(Q) est supposé fini, on a d’apres le théoreme de transfert :

22)

N
VieR, Gy()=) thP(X=k;).
i=0

Donc Gy est une ‘ fonction polynomiale de degré ky |puisque la suite des k;
est supposée croissante. De plus, les coefficients sont

P(X=ky),....P(X = ky)|

sont
sont

Puisque deux polyndmes égaux si et seule-
ment si leurs coefficients égaux, on déduit que
deux variables aléatoires finies ont méme loi si et seulement si elles ont
méme série génératrice.
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3.2) Soitje [0, N],

k;

G0 =Y thip(X = ki))

™M=z

i=0

ki (k;=1)- - (k;— k;j + D" NP (X = k;)

™2

i=0

G)'?(O)=kj-(lcj—l)-----(kj—kj+1)p(x:kj)+o

Donc

kj
G);C—j(!mzp(x:kj) .

3.3) Soit ¢ € R. Alors
N

Gy() =Y kith P (X = k;)
i=1

N
Gi(t) = k;lk; — DtF 2P (X = k;)

i=2

N
Gy() =Y k15 'P (X =k;) =E(X)

i=1

N
GrL(1) =Y ki(k;—D1%2P(X = k;) = E(X(X - 1)).
i=2

Donc | E X) = Gy (1) |, et puisque E (X(X — 1)) = Gy (1), on déduit que
E(X?) =EXX-1)+EX) =G(1)+Gi (1),

donc par KON1G-HUYGENS :

Var (X) = G (1) + Gy (1) - G (1)? |

3.4) Soitn €N, etX,,...,X, — %B(p) indépendantes avec p € ]0,1[. A 'aide des

questions précédentes, établir les faits suivants :
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Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

» NotonsS,, =X, +---+X,,. Alors montrons que S,, a méme série généra-
trice qu'une %8(n, p), on commence par calculer la série génératrice de
S,. Puisque X; +--- +X,,,X;, ..., X,, sont des variables aléatoires finies,
elles admettent une fonction génératrice définie sur R. Et par indépen-
dance

VEER, Gy poix, (1) =Gy Gy, (0).
Or, pour tout i € [1, n],

Gx, () =t’A-p)+t'p=1-p+1p.
Donc

VIER, Gyiux,®)=0-p+itp)".

Par ailleurs, notons X — Z8(n, p). Alors pour tout t e R :

Gx(t)= Y t"P(X=k)

k=0

_ i IR pE(1 - pynk
iz \k

binéme

=y (Z)(pt)’“(l—p)"-’“ >

k=0
= (Pt+ 1 _p)n = Gsn(t).

Donc|S,, — %(n, p).

»  Nous avons montré que

VieR, Gg (1) =(pt+1-p)".

ﬁ/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

Donc

d[(pt+1-p)"]
dt t=1

E(S,) =Gy (1) =

=pn(p+1-p)"!

=(np),

Var (S,)

=Gg () +Gg ()-Gg (1
=p’nn-D(p+1-p)"2+pnp+1-p)" - (pnp+1-p)"1)?

- [mi1=p]

Exercice ALEA13.7 | Formule des cumulants, cas discret Soit X une variable aléatoire
réelle discrete telle que X(Q2) = N*. On souhaite démontrer et utiliser que X posséde

une espérance si et seulement si Y.9° | P (X > k) converge, et que dans ce cas :

EX) =Y PX>k). (%)
k=1

1. (Application) Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi
94 % . En utilisant (x), montrer que Z = min(X, Y) posséde une espérance et calcu-
ler E (7).

2. On souhaite montrer la propriété admise en introduction.

21) Montrer que pour tout N € N* :

N
Sxy= ) kP(X=k)
k=1
N+1
=Y PX=2k)-(N+D)PX=N+1).
k=1

2.2) Conclure.
3. Retrouver le résultat de la premiére question sans utiliser ().
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Solution (exercice ALEA:13.7) [F R

1. (Application) NotonsZ =min(X,Y), et soit k € N*. Alors

P(Z=k)=P(X=k,Y=k)
PX=k)-P(Y=k

EEE))

2)\2(k-1)
-5

Donc comme |§| < 1,1a somme Y3, P(Z > k) converge, et

) Q indépendance

1

[oe] k [ole] 4 k-1 9
P(Z=k)= — = ==,
Fre=n-E (5 153

Donc min(X, Y) admet une espérance, et

E(Z)—g
=z

2. On souhaite montrer la propriété admise en introduction.
21) SoitNeN*:

N
Sy = Z k(PX=k)-P(X=k+1))
k=1
N
=) (kP(X=k)-kP(X=k+1))
i N >lc:(/c+1)—1
=) (kPXzk)-(k+D)PX=k+1))+ ) PX=k+1)
k=1 N k=1 >téléscopage
=PX=1)-(N+D)PX=N+1+ Y PX=k+1)
k=1
N+1
=Y PX=2k)-(N+DPX=N+1). (%)
k=1
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2.2) Supposons dans un premier temps que X posséde une espérance.
Alors la suite (Sy)nen+ converge vers S € R. On a envie, vue la question, de
montrer que

N—o0

N+DPX=N+1) 0.

Et en effet, c’estle cas:

(N+DPX=N+1)=(N+1) i P(X=k)= i (N+1)P (X = k)

k=N+1 k=N+1
o0
< ) kP(X=k).
k=N+1

N— . y , o
Ory ., kP(X=k) ——=, 0 puisque c'est le reste d"une série convergente,
donc par théoreme d’encadrement on déduit le résultat. Donc en faisant

o0

N — oo dans (), on déduit que Y32, P (X = k) converge, et que :
EX) =) P(X>k).
k=1

Supposons dans un second temps que Y22, P(X = k) converge et
montrons que (Sy)y converge. D’apres (x), on a

N+1
S\+(N+DPX=N+1)= Y P(X= k).
k=1

Donc: Sy < Y} P(X=k). Ainsi, puisque ¥, P(X = k) converge, la
suite (21’;1:11 P(X> Ic))N est majorée (car somme partielle d’'une somme posi-
tive), donc (Sy)y est également majorée. Mais comme c’est une suite crois-
sante (puisque la série associée a I'espérance est positive comme X(Q) =
N*), elle converge donc. Et donc X admet une espérance. Enfin, le sens pré-
cédent livre a nouveau que

N—oo

(N+DPX=N+1) 0,

donc

EX) =Y P(X> k).
k=1

On a donc bien prouvé I'équivalence de la question.
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3. On peut utiliser le calcul de la loi de Z = max(X,Y). On a clairement Z(Q) = N*.
Pour laloi d'un minimum on peut calculer I'antiréparition. On a déja montré que :

2\2(k-1)
pa>m=%) .

Donc pour tout k € N* :

Onretrouve ensuite 'espérance de Z en utilisant des formules de sommes géomé-
triques dérivées.

k
EZ) =

O |

~——

O |
- i agk
T8 =
b —_—

—_——

O

N —

byl

T

N~
e

bl
Il

—

Ol = O

—_—
—
|
©l
—_—
™

ol ©

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

553

Expérience aléatoire

Exercice ALEA13.8 | Une rame de tram/bus circule sur une ligne de 4 stations numé-
rotées de 0 a 3. Quand il arrive a la station 3 il fait demi tour, de-méme a la station 0.
On suppose qu’il passe 1 min a chaque station avec un temps de trajet négligeable
entre deux stations.

1. Un(e) étudiant(e) de BCPST s’endort apres a la station 0 aprés une soirée trop
festive. On suppose qu’a chaque arrivée en station, il se réveille avec probabili-
té p €10, 1] et que les réveils/poursuites de siestes sont indépendants. On note X
le numéro de station a laquelle il se réveille. Déterminer la loi de X. Calculer son
espérance et sa variance.

2. On note Y le nombre d’aller-retours effectués. Déterminer la loi de Y.

Solution (exercice ALEA13.8) [

+00
X)) =1{0,1,2,3}.Onnote g = 1 —p. PX = 0) = P(T € 6N¥) = ZP(X = 6k) =

k=1
+00 5 +00 +00
Y g% 1p= 1”"q6.p(X= D=P(Te®BN+1)U(BN+5) =) PX=6k+1)+ ) PX=
k=1 - k=0 k=0
4 +00 +00 P 3
6k +5) = ’H—pz PX =2 =)PX=6k+2)+ ) PX =6k+4) = (q—:q).
-q k=0 k=0 -
too pa*
PX =3)= ) PX=6k+3) = . qe.Y(Q) eN.Pourtoutk €N, Y=k o T=
k=0 -

5 .
6k +r avecr € {0,1,2,3,4,5} Si k e N*, P(Y = k) = p)_q* " = g°*1(1 - ¢% sSi
j=0

5
k=0,P(Y=0)=P(T€{1,2,3,4,5)=Y pq®* "W =1-¢° . .....................
j=0

Exercice ALEA13.9 | Paradoxe de Saint-Pétersbourg Un casino propose a ses clients
le jeu suivant. Le joueur commence par verser a la banque une mise de un million
d’euros. On lance alors une piéce de monnaie (non truquée). Si pile tombe, la banque
verse au joueur un euro et le jeu s'arréte. Si c’est face qui tombe, on relance la piece de
monnaie et, si c’est pile qui tombe a ce deuxiéme lancer, la banque verse au joueur

BCPST2 & 2021 / 2022



Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

deux euros (et le jeu s'arréte). On relance ainsi la piece de monnaie jusqu’a ce que [1, 6],
pile tombe (ce qui arrive presque-stirement). A chaque lancer de la piéce, le montant
qui sera versé au joueur en cas de sortie de pile est doublé. Le jeu est-il équitable,
favorable a la banque ou bien favorable au joueur? =P (U, <k)P(U, <

k 2
.................................................... = (g) :
On note X le gain du joueur (c’est-a-dire la somme d’argent qui lui sera versée par
la banque quand pile sortira). La variable aléatoire X prend les valeurs 1, 2, 4, 8,

P(X<k)=P(U, <k U<k Q indépendance
k)

Donc pour tout k = 1,

16, 32, etc.. Pour tout k € N*, on a P(X = 2") = e car Clest la probabilité de k + 1 (k)z _ (ﬂ)z sik=2,

N . R N P(X=k)=P(X<k)-PX<k-1)={;° 6

évenements indépendants de méme probabilité % (celle de faire pile au lancer de ( 1 )2 sik=1
5 .

la piece). Il s’agit de se poser la question de l'existence d’'une espérance pour la

k Les deux formules se réunissent en une seule :

2k+1

variable aléatoire X, i.e. sur la convergence absolue de (Z ) . Or, cette série
k=0

diverge grossierement, donc X n'admet pas d'espérance, plus précisément la somme
partielle de la série diverge vers +oo. [Le jeu est donc plus favorable au joueur. | Ceci
parait un peu délirant dans la mesure ou Ia mise initiale d'entrée dans le jeu est tres Pour le minimum, on utilise plutot I'antirépartition.
élevée; et en fait peu importe cette mise, le jeu sera toujours plus favorable au joueur.

vke[l, 6], P(X:k):(g)z—(%)z.

P(Y=k)=P(U, =k, U,=k)
=P(U, =2k)P(U, =
6—k+1)?

:( 6 )

Q indépendance
k)

m Autour de la loi uniforme

Donc pour tout k = 1,

Exercice ALEA13.10 | Etude d'un min/max On lance deux dés a 6 faces honnétes. On (M 2_ (M)Z sik <5,
; - P(Y=k)=P(Y=k)-P(Y=k+1)= 3 6
note alors X le plus grand des numéros obtenus et Y le plus petit. ( 1 )2 sik=6
5 =6.
1. Déterminer les lois de X et de Y. Les deux formules se réunissent en une seule :

2. Calculer E (X) et E (Y). Comparer les espérances et commenter.

Vke[l, 6], P(Y:k):(G_kH)Z—(G_k)z.

Solution (exercice ALEA:13:10) ([T 6 6

2. CalculonsE (X) etE (Y). PourY, on peut constater larelation ci-aprés afin de gagner
du temps :

1. OnaX(Q) =Y(Q) =1, 6]. De plus, introduisons U,, U, — %1, 6] deux variables
aléatoires indépendantes de sorte que X = max(X,Y),Y = min(X,Y). Soit donc k € U, +U, =X+Y.
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La variable aléatoire X est finie, donc 11)  >_® Ecrire une fonction Python d’en-téte f(x, y , N=10) quiretourne la
6 2 (k112 Yaleur de f(x,y) avec 10 pour valeur de N par défaut.
EX) =Y k ((_) - (_) ) 1.2) Alaidedelafonction précédente, danslecasN = 10, donner tous les couples
k=1 \\6 6 (x,y) d’entiers de [1, 10] tels que f(x,y) = 0.

k-1 2. Une urne A contient N = 10 tickets dont x sont gagnants, une urne B contient 10

6 2 k-1 2 6 2
= kZl k (E) — (k-1 ( 6 ) - kX::l ( 6 ) - tickets dont y gagnants.
téléscopage »  Unjoueur E tire 2 tickets dans I'urne A.

2 6 ~1\2
=6 (g) -0-) (%) 4 Siles 2 tickets tirés sont gagnants, le joueur E a gagné,
62 1 k; ! > changement d'indice 4 sinon le joueur F tire un ticket dans I'urne B et est déclaré gagnant s'il tire un
-6 (_) -— Y k? ticket gagnant.
6 36 =0 4 S’il n'y pas de gagnant, la partie est déclarée nulle.
191 21) Calculer la probabilité que E soit gagnant, et que F soit gagnant.
" 136 2.2) Déterminer x et y tels que la partie soit équitable.
2.3) >_® Ecrire une fonction Python Gagnant (x,y,N=10) simulant ce jeu et re-
Puisque E (U;) =E (Uy) = % = %r on déduit que tournant +1 si E gagne, 0 sila partie est nulle et —1 si F gagne.
3. Vérifier, a 'aide de Python, que pour le(s) couple(s) (x,y) trouvés en précédem-
E(Y)=7- % - 13_61 i ment, on a effectivement un jeu équitable.

On observe bien Solution (exercice ALEA.13.11) |

E X) = E (min(U;,U,)) < E (min(U,,U,)) = E (V).
1. 11)

12) def f(x,y,N=10):
return yx(N*(N-1) -xx(x=1))- N x*(x-1)
def couplesf(N=10):
L =[]
for k in range(1,N+1):
for 1 in range(1,N+1):
if f(k,1) == 0:
L.append([k,11)

m Autour des lois binomiales et hypergéométriques

Exercice ALEA1311 | Equilibrage d’une stratégie de jeu Soit N un entier naturel = 2.

On définit la fonction f sur R? par
return L

Y(x,y) € R? ,)=y(N(N—1) —x(x — 1)) - Nx(x — 1).
e Jly) =y J o= D)= Nxle =) La fonction couplesf () renvoie [[6, 5]].

1. (Résolution informatique d’une équation dans [1, 10]2) 2. 21) Notons Gg I'évenement «le joueur E est gagnant», on tire simultanément
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deux tickets dans une urne qui contient x gagnants, et N — x perdants : c’est

2) (N-x
donc un contexte de loi hypergéométrique. Onadonc: P(Gg) = (2)((x)° ) _
2
o) | x(x—1)
M ININ-D |

Notons Gy l'événement «le joueur F est gagnant». Nous avons Gp =
(GENGg) U (GE N Gg) = G N Gy puisque le premier événement est vide.

Donc:
P(G) = P(Ge[“Gy P (Cap) =| L [1- 2=
F vl G DN N A
2.2) Oncherche doncles couples (x,y) telsque % (1 - g%ﬁ__ll))) = 1)\;%;—_11)) .En ma-

nipulant I'équation (multiplication par N(N — 1)) on trouve comme condi-
tion : , et d’apres python : La partie est donc équi-
table pour cet unique couple.
3. def Gagnant(x, y, N=10):

#Tour de E
if rd.random() < x/N:

if rd.random() < (x-1)/(N-1):

return 1

#Tour de F
if rd.random() < y/N:

return -1
#Personne n'a gagné
return 0

4. Pour cela il suffit de simuler un grand nombre de fois 'expérience et de compter
les proportions de victoires pour chaque joueur. Par exemple de cette maniére :

def Equitable(x, y, Nb_Simu, N=10):

Proportion de parties gagnantes pour chaque jour sur Nb_Simu

nmnn

Gagne_E, Gagne_F = 0,0
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for _ in range(Nb_Simu):
Res = Gagnant(x, y, N)
if Res
Gagne_E += 1
elif Res == -1:
Gagne_F += 1
return Gagne_E/Nb_Simu, Gagne_F/Nb_Simu

On constate que les proportions sont tres proches pour N=10000 : Equitable (4,
6, 100) renvoie (0.12, 0.65).

Exercice ALEA1312 | On dispose d'une infinité de boules blanches, numérotées et
représentées par leur indice k € N*. L'urne comporte initialement a boules noires
non numérotées. Sil'on tire une boule blanche, on la remet dans'urne avec une autre
boule blanche de méme numéro. Si on tire une boule noire, on la remet et on ajoute
une boule blanche portant un numéro non présent dans I'urne (peu importe lequel,
les variables aléatoires définies infra ne dépendront pas de ce choix). On appelle Y,
la variable aléatoire égale a 1 si une boule noire est tirée au k-iéme tirage et 0 sinon.
Onnote X, la variable aléatoire égale au nombre de numéros différents présents dans
I'urne avant le (n + 1)-iéme tirage.

1. Quelle est la probabilité de tirer une boule noire au n-iéme tirage?
2. Soit n € N. Exprimer X,, en fonction des Y, pour k et n entiers, montrer que
E(X,)=a Mi 1 - Trouver une formule similaire pour Var (X,,).
> @ k=a
31) Ecrire une fonction SimulX(a,n) qui simule une variable de méme loi que
X,
3.2) Ecrire une fonction qui permet d’estimer E (X,,),conjecturer la limite E (i(")
quand n tend vers l'infini.
4. Déterminer un équivalent de E (X,,).
ﬁ/ Lycée Louis BARTHOU - Pau
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Solution (exercice ALEA:13.12)

1. A chaque étape nous avons rajouté une boule soit noire soit blanche, ainsi avant
le tirage n, nous avions
a—%n——ltxnﬂesdansYurneL
— — a
2. Onaalors[P(Yn = 1) elr—
3. Lavariable X,, est égale au nombre de tirages de boules noires, i.e. le nombre de

]la proportion de boules noires au n-iéme tirage.

fois que 'on a ajouté un numéro différent. Ainsi,

En utilisant la linéarité de I'espérance, on en déduitque: E(X,)=X7_E(Y;)=
Yo P =D)=X7_, # I suffit alors de faire le changement de variable affine
¢ = a+ k — 1, fournissant ainsi 'égalité demandée :

a+n-1 1

E(X,)=a g 7

Pour la variance, étant donné que les variables aléatoires Y, sont indépendantes
(en effet, Y, ne dépend pas du tirage précédent, mais uniquement du rang du ti-
rage, i.e. 'entier k, puisque la proportion de boules noires ne dépend que de k).

Ainsi,
2 _1—
Var(X,) = Th Var(Yy) = Ti (Pt - () = Th e il =
4 ji k-1
oia+k-1)2]

De la méme maniere, nous pouvons faire ensuite le changement de variable ¢ =
a+k —1, qui donne

a+n-1 [ —-a a+n-1 1 a+n-1 1
Var(X,)|=a :a(X:——a > —).
" l=a & l=a 4 l=a &
4, 41) import as

def SimulX(a, n):

nmmn
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(a : pro boules noires, n : nb tirages)->nombre de

boules de numéros différents
S=0
Nb_tot
p_noir
for

= a
a/Nb_tot

_ in range(l,n):

if rd.random() < p_noir:
S += 1

Nb_tot += 1

p_noir = a/Nb_tot

return S

Par exemple, SimulX(10, 50) renvoie 15.
4.2) En effectuant un grand nombre de simulations N, la moyenne des réalisa-
tions de X,, converge vers 'espérance.

import as

def EspX(a, n, N):

(a, n, N)-> simule Xn
N fois, renvoie la
moyenne

nnn

—

[

return
sum([SimulX(a,n)
for in

range(N)J1)/N

import
as
plt.plot([EspX(10, n,
10)/n for n in

range(1,10000)1)

o

o

—
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Il nous reste ensuite a regarder la suite donnée dans I’énoncé en fonction de
n : on trouve EspX(5,100,1000) environ égale a 0.27127. La suite semble
converger vers z€éro, mais la convergence est trés lente (on ne la constate
méme pas clairement si on trace jusque n = 100). Cette lenteur s’explique
par ’équivalent trouvé ci-dessous.
5. Onréalise une comparaison série—intégrale. [l suffit de dire quela fonction t — %
est continue, strictement décroissante sur [1,o0ol.
On somme 'encadrement entre a et a + n — 1 pour obtenir :

a+n | a+n-11
f d f ~dr.
a t a-1 t

En calculant explicitement explicitement les intégrales, on trouve pour a =2 :

|
~
N
tr
>
\:_z
N

a+n a+n-—1
aln| |sE(X,,)<aln’—(
a a—1
A l'aide de cet encadrement, on déduit que : lim uli (();'-lk)n) 1 soit :
n—oo

E(X,)
ne somme qu’a partir de k = 2 et on ajoute a la fin le terme k = 1), que :

~ oo @ln(a +n) ‘ Pour a = 1, on prouve de la méme maniere (mais on

[E (X,)) ~n—oo In(n) ‘ C’est]’équivalent de la série harmonique calculé en cours.

[yl Autour de la loi géométrique

Exercice ALEA1313 | On dispose d'une piece truquée telle que la probabilité d'obtenir
pile est a, a €10, 1[. On lance deux fois la piece :

»  sionobtient (F,P) on a gagné;

»  sionobtient (P,F) on a perdu;
14 sinon on recommence.
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Déterminer le nombre moyen X de (couples de) lancers effectués.

Solution (exercice ALEA13.13) [P

Notons X le nombre de lancersLe nombre de parties correspond au nombre de succes
(faire (F,P) ou (P,F)) dans une répétition d’expériences de BERNOULLI (lancer deux
fois la piece) indépendantes, puisque le jeu s’arréte une fois un succes obtenu. Par
ailleurs, la probabilité de succes est

P(P,FHwFP)=al-o)+(1-a=2a(l-a).

Donc X — ¢ (2a(1 — a)), et le nombre moyen de lancers est donc

Exercice ALEA13.14 | Chance de capture d'un Pokemon Blue joue a Pokemon rouge.
11 se retrouve face a MEwTwo dans la caverne azurée. La probabilité de capture de
MEWwWTWO est trés faible : % pour un entier n € N* trés grand. Blue, équipé d'un stock
de n pokéballs, s'appréte a toutes les lancer une a une.

1. Calculer la probabilité p,, que Blue capture MEwWTWO.

2. Déterminer lim p,,.

3. On suppose 'Zﬁgo suite a la découverte d'un bug dans le jeu, qu'on dispose d'une
infinité de pokéballs pour tenter notre capture. Déterminer le temps d’attente
moyen jusqu’a capture de MEwWTwoO.

4, >_® Proposer un programme Python donnant une simulation du temps de cap-
ture.

Solution (exercice ALEA13.14)

1. Le plus simple est de passer par le complémentaire. Notons C,, «il capture en n
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essais» et pour tout i € [1, n], E; «l'essai i échoue». Alors

1-pn :P(Ccn)
=P(E,n--NE,)
=P(E;)P(E,|E,) -+ -P(E,[E N NE,,

-3y

Donc: ‘pn:1—(l—%)n.

) Q probabilités composées

2. Pourlalimite, il s’agit de revenir a la forme exponentielle puis de faire un dévelop-
pement limité.

1
Pn = 1—exp(nln(1—;))

=1-ex (n(—l +0(1)))
- P n n
L

3. Cette fois-ci, il s’agit du temps d’attente d'un succes (la capture, de probabilité
% dans une répétition d’expériences de BERNOULLI (capturer ou non) indépen-

dantes. Donc T — % (1/n), et le nombre moyen de balls lancées est | E (T) = n.

4, import as
def geometrique(n):

simule une geometrique de parametre 1/n

balls = 1
while rd.random() > 1/n:
balls += 1

return balls

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

Exercice ALEA13.15 | Délivrer la princesse Une princesse est retenue prisonniére dans
un chateau. Un prince charmant se met en téte de la délivrer. Lorsqu’il arrive al'entrée
du chateau, il se trouve devant 3 portes. Il en ouvre une au hasard (équiprobable).

S’il ouvre la 1ere porte, il délivre la princesse.

§’il ouvre la deuxieme porte, un dragon apparait et le dévore.

S’il ouvre la troisiéme porte, une sorcieére lui fait boire un filtre, il oublie tout ce
qu’il a vu et est mis a la porte du chateau.

Le prince renouvelle ses tentatives jusqu’a ce qu’il meure ou qu’il délivre la prin-
cesse.

1. Calculerla probabilité de!’événement D, : «il délivre la princesse au k-éme essai».

2. Calculer la probabilité de I'événement D : «il délivre la princesse».

3. On note T le nombre de tentatives du prince. Donner la loi de T ainsi que son es-
pérance.

4, Sile prince échoue dans sa tache, le syndicat des princes envoie immédiatement
un autre prince, jusqu’a ce que la princesse soit délivrée. On suppose que le prince
suivant, apres avoir vu le précédent prince se faire dévorer, sera tout aussi perfor-
mant. Calculer le nombre moyen de princes utilisés pour délivrer la princesse.

Solution (exercice ALEA13.15) [N

559

1. Notons S, I'événement «il choisit la sorciére au k-iéme essai», avec k € N*. Alors

P(D;)=P(S;n-*NSt_; nDy)
= P(SI)P(82|Sl) ...P(Sk_1|sl N ...Sk_z)P(Dk|Sl (DA mSk_l)
|1
= 3_k'
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2. OnaD =5, Dy. Ainsi, par additivité dénombrable d'une probabilité :

I
18

P D) P(D,)

kel
1l
—

I
018

=~
Il
i)

—_ W
wl’_‘

1l
W~
—_

|
Wl

3. La variable aléatoire T compte le temps d’attente d'un succes (choisir la bonne
porte ou le dragon, car dans ces deux cas I'expérience s'arréte) dans une répétition
d’expériences de BERNOULLI (le choix de la bonne porte/dragon ou la sorciére)
indépendantes. Par ailleurs, la probabilité de choisir la la porte de la princesse ou
du dragon est 2. Donc

T—%(2/3)|
Ainsi | E (T) = .

4. Dans ce cas, 'expérience continue tant que le prince est dévoré. Cette fois-ci I'ex-
périence de BERNOULLI associée est la suivante : on envoie un prince au casse-
pipe, soit il délivre la princesse (succes, de probabilité P (D) = %), soitilnela délivre
pas (échec de probabilité % aussi). Donc le nombre de prince envoyés, puisque les
envois sont supposés indépendantes, suit une géométrique de parametre % Le

[nombre moyen de princes envoyés est donc de 2.

m Atour de la loi de Poisson
Exercice ALEA13.16 |

BCPST2 @ 2021 / 2022 560

1. Justifier que pour toutx € R,ona:

e +e”

X

2k X -X

Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

XX e*—e
2k

= k) 2

Dans la suite, on pourra noter :

Vx eR,

X —-X
e'+e
chx = — sh

X =
2

2. On tire un nombre entier naturel X au hasard, et on suppose que X — Z?(a) avec

a>0.

4 SiX est impair, PIERRE gagne et recoit X euros de PAUL.

4 Si X est pair non nul, PAUL gagne et recoit X euros de PIERRE.
4 SiX =0, la partie est nulle.
On note p la probabilité que PIERRE gagne et g la probabilité que PauL gagne.
21) Déterminer la valeur de p et de g.

2.2) Détermine I'espérance des gains de chacun.

Solution (exercice ALEA13.16)

k

1. Onsaitque e* = Y37 ) 7+ pour tout x réel. Donc

ef+e™ = xF o (—1)kxk
BERR 2 T
k=0 K k=0 :
3§ 1+ (-DF x*
& 2 K
= * chx.
= 2k)!

On obtient de-méme :

Vx eR,

00 x2k+l
hx=) =~
sha =2 oD

> linéarité de la somme

1+ (-=1)* = 0 si k impair, 2 sinon
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2. 21) Nous avons

p = P (PIERRE gagne) = P (X impair) = P ( |4 {X=2k+ 1})
k=0

S P(X=2k+1)

=~
S

2k+1

g 2k+1)'

-2a

e ?.sh(a) =

De-méme,
p = P (PauL gagne) = P (X pair non nul) = P ( I {X= 2k})
k=1

= 3 P(X = 2k)

=e ?.ch(a) =

2.2) Notons G, le gain de PAuL et G; le gain de PIERRE. Alors
Gi(@ = {2k + 1,k € N}l {-2k, k e N*}

. De plus,

VkeN, P(G;=2k+1)=P(X=2k+1)
a2k+1
—-a
Ck+1!
VkeN*, P(G;=-2k)=P(X=2k)
a2k
k)Y
Donc pour 'espérance, on étudie la nature de
2k+1) e ———], -2k)||e™® .
L 2k )(e (2k+1)!) LI )I(e (2k)!)

k=0 k=0

—-a
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Les deux séries convergent car, apres avoir simplifié les factorielles,
on obtient des séries exponentielles convergentes d’apres la premiere
question. De plus,

(o] a2k+l fo's) 2k
2k+1) et ——— =e“a-ch
Z )(e (2k+1)!) ,CZO @iy ¢ @@
1+e24
=a R
2
2k)|e™® =e “a-sh
k;( c)(e (2k)!) kzo 2k—1)' =e “a-sh(a)
1—e™2
=a
2
Donc G; possede une espérance, et
1_ —-2a 1+ —-2a
E(Gi):a( © 42T ):a
2 2
G,(Q) ={-(2k+1),k e N}|J{2k, k € N*} |. De plus,
VkeN, P(G,=-(k+1)=P((X=2k+1)
a2k+1
~F k+r
VkeN*, P(G,=2k)=P(X=2k)
— aa a2k
k)"

Donc pour I'espérance, on étudie la nature de

o) a a2k+l o) a aZk
ZI—(2k+1)|(e —(2k+1)!), kgo(zk)(e (2k)!)'

k=0

Les deux séries convergent car, apres avoir simplifié les factorielles,
on obtient des séries exponentielles convergentes d’apres la premiere
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question. De plus,

Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

3. Donner laloi de la plus grande des valeurs propres.

4. Quelle est la probabilité que M? = 02 vérifie M?> = M? Proposer une commande

0o 2k+1 0o 42k
-R2k+1)|e*——|=—-e"* =-e“a-ch
L -@k+1) (e (2k+1)!) efa ), o T e ach@

1+e 24
=-a
foe) a2k foe) a2k—1
2k) (e =e%a)y ———=e"“%a-sh(a
k;( )( (2k)!) = k-1 (@)
l_e—Zu
=a
2
Donc G; possede une espérance, et
1+ —2a 1_ —2a
E(Gl) = a(_ ze + ze ) = _ae—Za

Matrices aléatoires

Exercice ALEA13.17 | Matrice aléatoire binomiale Soit (2, 97, P) un espace probabilisé,
et A et B deux variables aléatoires indépendantes de méme loi %(n, p) définies sur
cet espace. Soit M la variable aléatoire, a valeurs dans 0, (R), définie pour tout w € Q
par

M) = ( A(®) B(w) )

A(w) B(w)

1. > Proposer une fonction Python qui simule M. On renverra le résultat sous
forme de tableau numpy.

2. Donnerlaloi, I'espérance etla variance du nombre de valeurs propres de M. Quelle
est la probabilité que M soit diagonalisable ?
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Python permettant de retrouver ces résultats par simulation, al'aide de la premiere
question.

2 Solution (exercice ALEA13.17) [

1. M est inversible si et seulement si AB — BA # 0. Donc I’événement «M inversible »

est finalement I'ensemble vide, donc de probabilité nulle. Calculons & présent M?.

M2 () _ (A(w) B(w) )(A(w) B(w) )

A(w) B(w) || A(w) B(w)
(A’ +AB)(w) (AB+B?%)(w)
(A% +AB)(w) (AB+B?)(w)
ment si A+ B =0 oubien A =0 et B = 0. Il reste a écrire cela avec des réunions et
intersections.

Nous avons

. La matrice précédente est nulle si et seule-

P(M nilpotente) =P({A=0In{B=0}) U{A+B=0}).

Attention, les deux évenements précédents ne sont pas disjoints, on ne peut écrire
qu’il s’agit de la somme des deux probabilités. Mais, {fA+B} =0={A =0} n{B=0}
puisque A, B sont positives. On déduit, par indépendance de A et B:

P(M nilpotente) = P(A = )P(B=0) =| (1 - p)*" |

Nous avons par ailleurs,

PM?=M)=P(A>+AB=A,AB+B?>=B)=P(AA+B-1)=0,BB+A—-1)=0)
=PA+B=1)+PA=0PB=0)
=PA=0,B=1)+PA=1,B=0)+PA=0PB=0)
=PA=0PB=1)+PA=1)PB=0)+PA=0PB=0)

=2n(1-p)"p(l-p)" '+ 1 -p)*"

Dans ce cas, en revanche, les évéenements {A + B—1 = 0} et {A = 0,B = 0} sont bien
disjoints, ce qui légitime le calcul précédent.

ﬁ/ Lycée Louis BARTHOU - Pau



Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

2. Notons N la variable aléatoire donnant le nombre de valeurs propres. Alors
puisque M est de format 2 x 2. De plus, par calcul simple de dé-
terminant, on déduit que : Spec(M) = {0,A+B}. Donc PN = 1) = P(A+B =
0) =PA =0PB=0) =|(1-p)*"| Et ] P(N=2=1-(1-p)*".|Lespérance vaut
alors E(N) = 1— (1 - p)®" et Var (N) = 1 — (1 — p)?". Utilisons le systeme complet
{IN=1},{N=2}.

On note X,, la variable aléatoire égale a I'abscisse du mobile a 'instant n.

1. o_®
11) Créerune fonction d’en-téte Simu_X(n, p) quisimule uneréalisationdeX,,.
1.2) En déduire une valeur approchée de E (X,,) a l'aide de la fonction précé-
dente.
2. Déterminer laloi de X, . Déterminer 'ensemble des valeurs prises par X,,.

P(Mdiagonalisable) = P(Mdiagonalisable n {N = 1}) + P(Mdiagonalisable N {N =32}Boient n € N* et k € [1, n]. Trouver une relation entre P(X,, = k) et P(X,,_; = k—1).

= P(Mdiagonalisable n {N =1}) + P({N =2})

ol aladerniere ligne nous avons utilisé le fait que toute matrice ayant deux valeurs
propres distinctes est diagonalisable. De plus,

P(Mdiagonalisablen{N = 1}) =P(A =0,B=0,A =B =0) = P(A = 0)P(B=0) = (1-p)*".

Car toute matrice diagonalisable ayant une seule valeur propre est du type Al avec
A €R. Donc

P(Mdiagonalisable) =| (1 - p)*" +1 - (1 - p)*" |.

3. La plus grande valeur propre au sens large est A + B, qui suit, par indépendance,
une %8(2n, p).

m Récurrence & Chaine de MARKOV

Exercice ALEA13.18 | Marche aléatoire vers 'avant avec retour en zéro Un mobile se
déplace sur un axe de la fagon suivante :

alinstant 0, il est au point d’abscisse 0;

si, al'instant n, le mobile est au point d’abscisse k € N, alors, al'instant n+1, soit
il sera au point d’abscisse k + 1 avec une probabilité p €]0, 1], soit il retournera
au point 0 avec une probabilité 1 — p.
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4. En déduire une relation de récurrence entre E (X,,) et E (X,,_;) pour n > 1.
5. En déduire une expression de E (X,,) en fonction de n € N et p.

Solution (exercice ALEA13.18) [F

1. @

11) import as
def Simu_X(n, p):
X=0
for _ in range(l, n+l1):
if rd.random() < p:
X += 1
else:
X =0
return X

>>> Simu_X(30, 0.5)
1

1.2) Une valeur approchée de E (X,,) est donnée par la loi des grands nombres,
on fait une moyenne de beaucoup de simulations de X,,.

N = 10%*3 # arbitrairement grand

S=0
for _ in range(N):
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S += Simu_X(100, 0.5)

>>> S/N
-~ 1/2
0.951

2. Ona|X,%(p) | De plus, an(Q) =40, ..., n} |, puisque dans le pire des cas nous au-

rons avancé de 1 a chaque fois.
3. Soient n € N* et k € [1, n]. Si on se trouve a la position k = 1 au temps n, cest
gqu’avant on se trouvait a la position k — 1. Donc

# approximation de 1'espérance de X10 pour proba

P(X,=k)=P(X,=kX,,=k-1)=PX, =k|X,_; =k-1)P(X,_; = k—-1),

donc

[P(Xn = k) :pP(Xn—l = k_l)J'

4. Constatons tout d’abord que X,, est, pour tout n € N*, une variable aléatoire finie.
Donc

n n
E(Xn) = Z kP(Xn = k) = Z kP(Xn = k)r
k=0 k=1
donc d’apres la question précédente

n n n-1
E(X,)=2 kpP(X,.1=k-1)=p} kP(X,,=k-1)=p} ((+DP(X,, =7).
k=1 k=1 /=0

On reconnait alors I'espérance de X,,_; puisque X,,_; () = [0, n—1]. D’ox
VneN*, E(X,)=pE(X,_,).

5. Puisqu’on a une suite géométrique, on déduit I'expression en fonction de n :

VneN*, E(X,)=p"'E(X,)=p"p=p".
Donc
p" sin =1,
E (Xn) = { .
0 sinon.
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Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

Exercice ALEAI3.19 | Apres la pluie viendra le beau temps, enfin presque-stirement,
deux états. Dans un certain pays, il fait rarement beau deux jours de suite.

»  Siunjour il fait beau, le lendemain il fait moche avec probabilité %
»  Siun jour il fait moche, il y a une chance sur deux qu'’il y ait changement de
temps le lendemain.

On note M «il fait moche», et B «il fait beau», et X,, I'état du temps au jour n pour
tout 7, ainsi que pour toutn = 1:

(720

P(X,=M)

1. Déterminer une matrice M € 91, , (R) telle que pour tout n € N*,
Zn+1 = M . Zn .

2. Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale, de format 2 x 2,
tellesque M =P-D-P7!,

3. >_® Proposer une fonction simu_temps(n, temps_initial) et qui retourne
une simulation de X,,, ou le temps initial a n = 1 est donné par temps_initial.
Conjecturer alors une comparaison entre les deux limites ci-dessous, en admet-
tant l'existence :

lim P(X,=M),

n—:oo

lim P(X, =B).

lim P(X, = B)
Le temps initial influe-t-il sur ces limites?

4. Démontrer cette conjecture. Est-ce conforme a l'intuition? On pourra commencer
par introduireY,, = P~'-X,, pour tout n € N*, et chercher une récurrence simple sur
Y

n

Solution (exercice ALEA13:19) |
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1. Soit n € N. Appliquons la formule des probabilités totales au systeme complet X
d’évenements ({X,, = B}, {X,, = M}). »  X=|y|€E_i(M)sietseulementsi:

V4
P(Xn+1 :B) :P(Xn+1 :B|Xn :B)P(Xn :B) +P(Xn+1 :B|Xn :M)P(Xn :M) 2 2 -1
2 1 —-x——-y=0 <= Xe€Vect .
:(1_5)'P(Xn:B)+5'P(Xn:M)» 3 Sy (1)

P(X,s =M)=P(X,,; = M|Xn =B)P (X, =B)+P(X,4; = M|Xn =M)P(X,=M) Donc:

2 1 M=p.D.p! po| V6O p_[13) pa_lf4 -3
- A VS 1 A W Y “7\-1 -1

zg.p(xn:B)+§-P(Xn:M).

Donc:
3. import as

~———

WIN oI~
N[ DN =

VneN, Z,.,=M-Z,avec|M= ) o
def simu_temps(n, temps_initial):

mn

1 : beau temps
0 : mauvais temps
retourne une simulation du temps au bout de n jours

2. Soit A € C, alors

1 1
Ly 1
M—AIZZ 32 liA) 1"
2 f >L1 L, temps = temps_initial
| 3 3-A for _ in range(2, n+1):
L|ls-A 2 if t ==
3 2 2 emps ==
2 1 >L2‘_§L2_(1/3_ML1 if rd.random() < 2/3:
~|3 277 t =0
L {0 P()\)) ‘O
else:
# il faisait donc moche
ouP() =4-2—(1-A)(3-A)==(r+4](A-1). Donc SpeC(M)={—é,1}.‘ if rd.random() < 1/2:
De plus, temps = 1
x return temps
» X= (J’ ) € E, (M) si et seulement si : Affichons par exemple 10 essais pour le jour 200.
z
>>> L = [simu_temps (200, 1) for _ in range(100)]
5 ) 3 >>> len([temps for temps in L if temps == 1]) # nb beau
—x—--y=0 < XeVect|,]|. 36
3 2 4
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>>> len([temps for temps in L if temps == 0]) # nb moche

64

On constate une plus forte probabilité de mauvais temps, on conjecture alors :

lim P (X, =B)< lim P(X, =M).

n—oo n—oo

4, Est-ce conforme a l'intuition? Oui, puisque la probabilité conditionnelle 2/3 est
élevée. Posons

Y,=P'Z,.
Alors
Y= P_IZn+1
=P 'PDP'Z,
=DY,,.

ap

b ) avec (a,), (b,) deux suites réelles. Alors
n

Donc notonsY,, = (

1
Vl’lEN*, (7] :_gan) bn+1 :bn’

donc comme —(—13| <1,0ona

lim a, =0,

n—oo

lim b, = b,.
n—oo

Or,

z,,:p.y,,:( 1 4)(6;) s,
n

Ory, = (“1) - P—I(P(X1 :M))), donc

)

3b,
4b1 '
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donc en analysant la deuxiéme ligne du produit matriciel, on obtient :

b= (P(X, =B) +P(X, =M)) =

N

Et

Exercice ALEA13.20 | Souris dans un tunnel, trois états. Des chercheurs font des expé-
riences sur des souris, ils disposent de trois tunnels A, B et C. Les deux premiers sont
des cul-de-sac et le troisieme, le C, permet a la souris de sortir. On constate que :

la premiere fois, elle choisit au hasard I'un des trois tunnels.
Lorsque la souris se trompe (donc aboutit a un cul-de-sac), la fois d’apres, elle
choisit au hasard I'un des deux autres tunnels.

»  Lorsqu’elle réussit a sortir, la fois d’apres, elle reprend le méme tunnel.

On note X,, le tunnel choisi (donc A,B,C) a la n € N*-iéme tentative de sortie, et on
note pour tout entier n € N*,

P(X,=A)
Z,=|P(X,=B)|
P(X,=C)

1. Déterminer Z,.
2. Déterminer une matrice M € ;3 5 (R) telle que

VneN*, Z,., =MZ,.
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Chapitre ALEA13. Variables aléatoires discrétes

3. Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale, de format 3 x 3,
telles que M = P-D-P~!. Il ne sera pas nécessaire de calculer P!,

4, Onnote aprésentY, =P~!-X,, montrer queY,,, = D-Y, pour tout n € N*.

5. En déduire l'existence et la valeur des limites

lim P(X,=A), lim P(X,=B), lim P(X,=C).

n—oo n—:oo n—:oo

Est-ce conforme a l'intuition?

Solution (exercice ALEA:13.20) [F

1. Puisque la premiére fois il choisit un tunnel au hasard X; suit une loi uniforme sur

3

1
l'ensemble {A,B,C} donc|Z, = l(1) )
1

2. Soit n € N. Alors puisque (X, =A,X,, = B,X,, = C) est un systeme complet d’éve-
nements, on déduit par la formule des probabilités totales :

P(Xn+1 :A) = P(Xn+1 :Alxn :A)P(Xn :A) +P(Xn+1 :A|Xn :B)P(Xn = B)
+P(X,,1 =AX, =C)P(X, =C)
1
=0-P(X, :A)+§-P(Xn=B)+O-P(Xn=C),

P(X,,;; =B)=P(X,,, =B[X, =A)P(X, =A) +P(X,,,; =B|X,, =B)P(X,, =B)
+P(X,,; =B|X,=C)P(X, =C)
1
= E-P(Xn =A)+0-P(X,=B)+0-P(X,=C),
P(X,,; =C)=P(X,,, =C|X, =A)P (X, =A) +P(X,,; =C[X, =B)P (X, = B)
+P(X,,, =C[X, =C)P(X, =C)

1 1
=5 P(X,=A)+2 P(X,=B)+1P(X,=C).
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Donc:
030
VvneN*, Z,,=MZ, M=|3 00
119
2 2
3. Soit A € C. Alors
-A 3 O
M-Az=|3 -A 0
1 1
11 1=
1 1 1
.
~| 2 -2 0
L2
-x 10 Lo 1L,
% % 1-A Ly — 3Lz +AL,
1
; 0 —()\‘f‘z) A-1
0 3(A+1) Aa-n
) ) Ly —L3+3L,
: 3z 1-A
1
~|o ~(A+ 1) A1,
0 0 P(\)

avec PV =A(1-N)+}(A=1) = 1= 1) (A - }). Donc:

par ailleurs,

X
» X= (y) € E;(M) si et seulement si :
z

=0,y=0 <= x=y=0.

0
Donc E; (M) = Vect ( )
1

567

‘Spec(M) = {— ,
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X
» X=|y|€E;,M)sietseulementsi:
z

x+y+z:0,—y—§:0 — z=-2),x=Y.
1
Donc E;;»(M) = Vect| 1
-2
X
» X=|y|€E_,,(M)sietseulementsi:
z

X+y+32=0,z2=0 <= 2z=0,x=-y,z=0.

1
Donc E_;,,(M) = Vect| —1|{.
0
Donc
1 10 -1/2 0 0
M=P-D-P!, P=|-1 1 0o|,D=| 0 1/2 0
0 -21 0 0 1

. Soit n € N*, onnoteY,, =P~ -X,,. Alors

Y, =P'P-D-P'-X,=D(P'X,)=D"Y,.

un
. Notons Y,, = | b, | pour tout n € N*, alors la question précédente livre que (a,,)
Cl’l
(resp. (b,), (c,)) est géométrique de raison —3 (resp. 3,1). Donc:
n—oo

lim a,=0= lim b,, c¢,—— c.
n—o0

n—oo
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Dans la suite, le symbole «tend vers» pour des matrices correspondra a des limites
coefficient par coefficient. On a

0

Yy, Z— |0

(4]

Donc puisque P est une matrice constante,

0 0
X,=PY,—= P|l0]|=]|0
a a

Pour calculer ¢, il nous faut maintenant calculer P~'. Aprés calculs, on trouve

1 -1
N
1 11
Donc
1 -1 1
a, 5 3 0 ? 0
_ |11 1 _
bl _Yl_ E i 0 § - 0,
¢ 11 1)\3) \

donc ¢, = 1. Ainsi

lim P(X,=A)=0, lim P(X,=B)=0, lim P(X,=C)=1|

n—oo n—oo n—oo

Est-ce conforme a l'intuition? Oui, puisqu’'une fois le bon tunnel choisi (le C), on
ne se trompe plus. En language chaine de MARKOV, on parle de tunnel «absorbant»
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