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4.5 Autour des MiN eTIMaAX .. v.vvnetnt ettt ieaneanenn.
Lorigine de la loi normale remonte aux travaux de Jacques
BERNOULLI sur son théoréeme d'or, appelé aujourd’hui loi
des grands nombres, publié dans son oeuvre Ars
Conjectandi en 1713. Il y calcule des probabilités liées a des
paris sur des jeux de pile ou face a 2, notamment le calcul de
la probabilité que la moyenne du nombre de pile soit proche
de la moyenne théorique 1/2, calcul dans lequel apparait le
calcul des factorielles.

— Le saviez-vous ?

Cadre

Dans tout le chapitre, et méme lorsque cela n’est pas précisé, on se fixe un
espace probabilisé (Q, 7, P).

n GENERALITES
n Définitions

—— Définition ALEA14.1 | Densité de probabilité
Soit f : R — R. On dit que f est une densité de probabilité si :
» [ est positive ou nulle, continue sur R sauf éventuellement en un nombre

fini de points,
+00
f estconvergente et :

—00

o

»  lintégrale
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+00
Lintégrale f f est donc définie au sens de la Définition ANA.11.9 du Chap-
—00

ter ANA.11 (intégrale d'une fonction continue sauf en un nombre fini de points).
Exemple 1— Exemples de densité

1. (Densité de LAPLACE)
une densité de probabilité. @

Soit f définie sur R par f(x) = %e"x' pour tout x € R. C’est

fx)

+ t t T t i—x

F1G. ALEA.14.1. : Graphe de la densité de LAPLACE

0 six <1,
b oubeR. 1l

=< six=1,

2. Soit g la fonction définie pour tout x e Rpar: g(x) = {
2x

existe b tel que g soit une densité de probabilité.

ﬁ/ Lycée Louis BARTHOU - Pau



Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

bilité notée f; telle que, pour tout x € R,

Fx(x) = j:;fx

Une telle fonction fx est appelée une densité de X.
2 . »  Xestune variable aléatoire réelle continue si elle est a densité, et qu’il existe
h(x) = ce” = ol c € R. Il existe c tel que h soit une densité de probabilité. une densité de probabilité f; continue. Il n’existe alors qu'une seule densité

de probabilité, c’est fx.

e Notation

Si X est une variable a densité, on notera fyx une densité de X.

3. (Densité normale) Soit & la fonction définie pour tout x € R par: x € R par :

Attention
Avant de passer aux définitions qui suivent, constatons un premier lemme de conver- On prendra garde a parler d’une densité, et pas de la densité, sauf dans le cas
gence d’intégrale. continu.
Lemme ALEA4A1 o . . . P .
x Preuve (de ['unicité dans le cas continu)  Soit X une variable aléatoire continue,
Soit f : R — R une densité de probabilité. Alors pour tout x € R, f f choisissons f; une densité de probabilité continue. Alors :
converge. e .
VxeR, Fx(x) =f fx-
—00
o0
Preuve Rappelons que f f = 1. Cette intégrale étant généralisée en +oo, cela Comme fx est continue, un résultat du Chapter ANA.11 nous donne alors :

signifie que pour tout x € R, VXeR E )= fx(x).

X 00
f g f [ convergent. D’ot1'unicité : 'unique densité qui convient est la dérivée de Fx.
—00 X

D’ou le résultat.
En revanche, pour une variable aléatoire seulement a densité, 1'égalité a lieu sauf en

PO . . PEUSI .z . fini ints.
Définition/Proposition ALEA14.1 | Variable aléatoire a densité & continue un nombre fini de points

Soit X une variable aléatoire réelle. On dit que :
» X est une variable aléatoire réelle a densité s'il existe une densité de proba-
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Proposition ALEA141 | Non-unicité d’'une densité
Soit X une variable aléatoire réelle dont une densité est notée f; et gx une autre
densité, alors fy = gz~ sauf en un nombre fini de points.

Preuve Notons f;,...,f; et &,...,&y une collection de d + d', (d,d’) € (N*)?
nombre réels tels que fx (resp. gx) est continue sur R\{f;,...,f;} (resp. sur
R\{g,,...,gs})- Alors en notant 2 = {f;, ..., f,} U{g, ..., g}, nous avons, d’apres le
cours d’intégration :

X X
» x€R\@—>f fx et x€R\@—>f gx sont dérivables,

X

» et par définition d'une densité, Vx€R, f K= f &=PX<x) ().

Ainsi, pour tout x € R\ 2, on obtient en dérivant (%) : fx = gx. En d’autres termes,
Jx = 8 sauf en un nombre fini de points.

On acheve ce paragraphe par un résultat provisoirement admis.

Proposition ALEA.14.2
Soit X une variable a densité de densité f;. Alors pour tout intervalle I de la forme
la, bl,[a, bl,]a, b] oula,bl, a <b,(a,b) € (RU{too})* ona:

Pmenzﬁﬁ.

Preuve Faisons le cas I =]a, b], les autres sont provisoirement admis.

PXeD)=P({X<bh\X<a})
=PX<b)-PX<a)

=[5 [
- ["5= [%
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m Loi & fonction de répartition

Rappelons que nous avons défini la loi d'une variable aléatoire réelle X comme l'ap-
plication qui a tout tout intervalle réel I associe

Py =PXel.

Nous avons déja vu qu'il est aisé d’exprimer P(X € I) en fonction d'une densité. Plus
précisément

Pmenzlﬁ.

Cela nous invite donc a assimiler la notion de loi a celle de la donnée d’'une fonction
densité fx.

—— Deéfinition/Proposition ALEA14.2 | Loi d’'une variable aléatoire a densité
Soit X une variable aléatoire réelle a densité de densité f.
»  Onappelle loi — par abus de langage — de la variable aléatoire réelle a den-
sité X la donnée d’'une densité fy de X.
» (avoir mémeloique) SoitY une autre variable aléatoire a densité de den-
sité fy. On dit que X, Y ont méme loi (on note X ~ Y) si Py = Py i.e. si pour tout
intervalle I,

PXel)=P(YeD.
On adeplus:
X~Y <= f=fy saufenunnombre finide points.

» (Déterminerlaloi) Déterminerlaloid une variable aléatoire réelle a den-

sité c’est calculer une densité fx.
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

Preuve Montrons Preuve

X~Y <= [fy=fy saufenunnombre finide points.

Supposons que X ~ Y. Alors pour tout intervalle I,

PXeD= flﬁ‘ on ne change pas la valeur d’'une intégrale en modifiant les va- @
leurs des fonctions en un nombre fini de points
= f fr=P(eD.
1
Donc Py =Py.
Supposons que pour tout intervalle I, P(X € I) = P(Y € I). Alors, en choisissant
I =] — o0, x] pour tout x € R, on obtient :
X X
| 5= & | " o
o0 o0 Le mot «loi» est finalement assez peu souvent utilisé pour les variables aléatoires a
Ainsi, fy est aussi une densité de probabilité de X, tout comme f; donc par un résultat densité, puisque finalement calculer la loi ou une densité c’est la méme chose.

précédent, on obtient :
fx =fy saufenunnombre fini de points. . . . ,
LIEN ENTRE DENSITE ET FONCTION DE REPARTITION. En pratique pour montrer qu'une va-
riable aléatoire est a densité, on utilise le théoreme fondamental suivant.
Notation
Lorsque X,Y ont méme loi, on note X ~ Y. Si Y suit une loi usuelle £ (une loi ~—— Théoreme ALEA14.1 | Loi a densité & fonction de répartition
normale, exponentielle, efc.), on note X — Z. Soit X une variable aléatoire. Alors :

(i) Fy estcontinue sur R,
Comme dans le cas discret, la fonction de répartition caractérise la loi. X est A densité < (ii) Fy est de classe €' sauf éventuellement

en un nombre fini de points.

Proposition ALEA14.3 | La fonction de répartition caractérise la loi
Soient X, Y deux variables aléatoires réelles a densité. Alors : Dans ce cas, si f est une fonction positive ou nulle telle que

o . . L.
X~Y < Fy=Fy «(x) =f(x) entoutpointx ou Fx est dérivable,

alors f est une densité de X. En particulier,

Deux variables aléatoires a densité ont donc méme loi si et seulement si elles ont

) Fy(x) siFx dérivableen x,
méme fonction de répartition. f:xeR—

0 sinon.
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est une densité de X en chaque d;, i € [1, n]. On calcule alors :

d
. . . 1 . Fx(di) = f
Remarque 11—  Pourleslois continues, on remplacerait « 4" sauf en un nombre fini Rl > définition de l'intégrale
de points» par « € ». Une densité s'obtiendrait en dérivant la fonction de répartition = lirg_ f
sur R tout entier. ¥y Jmoo
= lim Fyx(x)
X—=d;
Attention Ce qui prouve la continuité a gauche et donc la continuité.

» (ii) Soit b € R\ {d,; ... d,}. Puisque les d; sont en nombre fini, on peut trouver
a € R\ {dl; dn} de sorte que a < b et que f soit continue sur [a, b] intervalle
ne contenant aucun des d;. Par la relation de CHASLES, on a alors :

Attention aux mélanges entre la définition d’'une densité, et le théoréme précé-
dent.

X
Q Méthode Pour montrer qu'une variable aléatoire est a densité Vx € la,bl, Fx(x)=Fxla)+ f f.
a

Deux méthodes sont possibles :

1. onrevient a la définition en devinant une densité,

2. ou' on montre que la fonction de répartition Fy est continue et de classe €* ;
sauf éventuellement en un nombre fini points. Une densité est alors obtenue nue sur R\{d,; ... d,}, Fx l'est aussi.
en dérivant Fy 12 ot elle est dérivable. On met en général la valeur zéro” pour
une densité 1a out Fx n'est pas dérivable.

Or f est continue sur [a, b] donc d’apres le cours d’intégration, x € [a, b] —

f i f estdérivable avec Fy (x) = 0+f (x) pour tout x € [a, b]. Comme f est conti-

On rappelle le théoréme ci-dessous, et énoncé dans le Chapter ALEA.12, permettant
de montrer qu'une fonction est une fonction de répartition d’'une certaine variable
Preuve aléatoire.

Admis.

» _ . ) Théoréme ALEA14.2 | Existence d’une variable aléatoire de fonction de réparti-
Notons f une densité de X, et d; < - < d,, les points ol1 elle n'est pas conti-

—— tion fixée [Rappel]

nue.
> (i) La fonction Fy est continue en dehors de {dl, . dn}, et continue a droite en Soit F une fonction définie sur R a valeurs réelles telle que :
les d;, i € [1, n] car c'est une fonction de répartition (voir le Chapter ALEA.12). 1. Festcroissante sur R,
11 suffit donc de montrer la continuité a gauche de 2. lenle(x) =0 et xlirrimF(x) =1,
» 3. Festcontinue a droite en tout point,
Fy:xeR— f f alors il existe un espace probabilisé (Q, 5, P) et une variable aléatoire X définie
- sur cet espace tels que Fx = F.
Les deux résultats s'utilisent parfois conjointement, en montrant d’abord 'existence
;C’Tst Ce&s méthode que nous utiliserons le plus souvent de X (et d'un (Q, 7, P) sur lequel elle est définie) puis en montrant qu’elle est a den-
valeur arbitraire
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sité. Voyons cela sur un exemple.

Exemple 2 — Soit F la fonction définie sur R par

1—2—x six € [-1,0],
1+/x .

vieR, Fu={ 2 S*clOIl
1 six=1,
0 sinon.

DIFFERENCES MAJEURES AVEC LES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES & CONSEQUENCES. Rappe-
lons que dans le Chapter ALEA.12 nous avons défini la notion d’atome d’une variable
aléatoire réelle X comme des points x € Rou P(X = x) # 0. Nous avons vu que si X est

1. Justifier que F est la fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité X, discrete, alors tous les x € X(Q)) sont des atomes. En revanche, pour les lois continues

dont on donnera une densité f. @

2. Tracer les courbes respectives de F et f. @

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

ou a densité il n'y en a aucun, comme nous allons le voir dans le corollaire qui suit.

Corollaire ALEA14:1 | Une variable aléatoire a densité n’a pas d’atome
Soit X une variable a densité. Pour tout réel x, on a:

PX=x)=0.

Preuve Soit x € R. Alors pour tout entier n € N*, on a

OSP(sz)SP(XE

1
) =Fy (x) — Fy (x— ;) ().

1
X——,X
n

Donc puisque Fyx est continue en x, elle est en particulier continue a gauche en x,
donc

, 1
lim Fx (x - 5) = Fx (x).

n—oo
On conclut ensuite par théoréme d’encadrement dans (x), d'oul'on tire :

lim PX=x)=PX=x)=0.
n—oo

Corollaire ALEA14.2 | Une variable aléatoire a densité n’est pas a support dé-
nombrable
Soit X une variable a densité. Alors X(Q) n’est pas au plus dénombrable, i.e. il n'est
ni fini, ni dénombrable.
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Preuve Supposons par 'absurde que X(Q2) est au plus dénombrable. @

Puisque X est sans atome, on peut établir facilement le corollaire qui suit et qui nous
dit 1a chose suivante : pour obtenir la probabilité qu'une variable aléatoire a densité
soit dans un certain intervalle, on integre la densité sur cet intervalle. De plus, I'ou-
verture ou non des bornes n'a aucune importance.

—— Corollaire ALEA14.3 | Bornes des intervalles & loi a densité
Soit X une variable a densité de fonction de répartition Fx et on note fx une den-
sité. Pour tous réels a et b telsque a < b,on a:

b
1, Fx(b):P(Xsb)=P(X<b):f o

2, 1—Fx(a)=P(Xza):P(X>a)=famfx,

b
3. P(a<X<b)=P(asXsb)=P(a<Xsb)=P(asX<b)=f .

Attention
En régle générale,

Pa<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X=<b)=Pa<X<b)

est faux pour des variables aléatoires discréetes.

Preuve

ard
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VALEURS PRISES PAR UNE VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE.  On se pose dans ce paragraphe la
question suivante : que dire de I'univers-image ? Comment obtenir des informations
sur les valeurs prises par X? Autant les variables aléatoires discretes sont définies a
l'aide de X(Q), pour les variables aléatoires a densité, il convient de réfléchir un peu.
Nous allons pouvoir déterminer des intervalles réels I tels que

PXel)=1,

mais pas directement X(Q). Autrement dit, X prendra ses valeurs dans I avec proba-
bilité 1.

» (Araide de Pexpression de X) Si par exemple X = h ()~() avec X une variable

aléatoire et 1 : R — R une fonction, alors X(Q) = h (X(Q)) < h(R). Par exemple,

si X = X? avec on a clairement X(Q) c R*.

» (Araide d’'unedensité f;) Voyons quelques exemples.
o e* six=0, . o
1. Onconsideref:x e R— et X une variable aléatoire de den-

0 sinon.
sité f. Alors P (X € R") = 1. Ce sera, plus tard, une densité usuelle, celle de la loi
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exponentielle de parametre 1. On admet pour le moment que cest bien une

densite.

2. On consideére f : x € R— e la densité de LapLACE déja étudiée et X une
variable aléatoire de densité f. Alors P (X € R) = 1 par définition d'une densi-
té, et on ne peut pas faire mieux.

1 sixe]0,1],

3. On considere f : x €e R — { et X une variable aléatoire de

0 sinon.
densité f. Alors P(X € [0,1]) = 1. Que vaut P(X € [-1,1])? P (X € [-10%,1])?

Ce sera, plus tard, une densité usuelle, celle de la loi uniforme sur [0, 1]. @

Attention

Du dernier exemple, on constate qu’il n'y a pas unicité de I tel que
PXel=1.

Tous les ] o I vérifientaussiP (X €]) = 1.

En résumé, les intervalles ou fx est non nulle donnent un intervalle I tel que
PXel)=1.

»  (Alaide de la fonction de répartition)
tuellement a = —oo et b = 0o, de sorte que

0
Fx (%) = {

1 six=(ou>)b.

Notons a < b deux réels, avec éven-

six<(ou<)a,

Alors en dérivant la ou Fx est dérivable, on obtient une densité qui est nulle en
dehors de [a, b]. Donc P (X € [a, b]) = 1.

En résumé, les intervalles o1 Fx est non nulle et différente de 1 donnent un in-
tervalleI telque PX eI) = 1.
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Méthode Obtenir des renseignements sur X((2) lorsque X est a densité

Au choix :

»  onpeut déduire des informations si X est une fonction de variable aléatoire
(par exemple un carré, une valeur absolue, une racine carrée, etc.)
on regarde une densité puis on analyse les points ou elle est non nulle.
On regarde la ou la fonction de répartition est différente de zéro et un.

EXISTENCE D'UNE VARIABLE A DENSITE DE LOI FIXEE.
bilistes commencent par la phrase suivante :
«soit X une variable aléatoire a densité de densité f» avec f une densité de
probabilité.

Ces énoncés supposent l'existence de X. Mais cela ne définit pas X en tant qu’appli-
cation, cest-a-dire X(w) pour tout w € Q, mais existe-t-elle vraiment? On aimerait
donc au moins savoir si une telle variable aléatoire existe sur un certain (2,9 ,P) a
trouver : la réponse est oui, comme dans le cas discret, dés que f est bien une densité

de probabilité.

Un certain nombre d’énoncés proba-

Théoréme ALEA14.3 | Existence d'un espace probabilisé associé a une densité
de probabilité
Soit f une densité de probabilités. Alors il existe un espace probabilisé (2,7, P)
et une variable aléatoire X de densité f définie sur (2, 7, P).

Dans la plupart des situations que nous étudierons en pratique, le travail commen-
cera par la donnée d'une ou plusieurs variables aléatoires de lois prescrites que nous
étudierons sans jamais préciser la encore I'espace probabilisé (Q, 97, P) sur lequel
elles sont définies.

Celui-ci est voué a rester caché comme dans le cas discret.
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Preuve Considérons

R - [0;1])
X

x — f f.
—00

Montrons que F est la fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité en
appliquant le Théoreme ALEA.12.3 du Chapter ALEA.12.

4 F est croissante sur R. @

F

14 lim F(x)=0 et lim F(x)=1. @
X——00 X—+00

4 F est continue a droite en tout point et méme continue comme nous l'avons
déja vérifié au début du chapitre.

Donc il existe un espace probabilisé (2,9, P) et une variable aléatoire X définie sur

cet espace tels que Fx = F. Par construction, X est alors a densité puisque pour tout

BCPST2 @ 2021 / 2022
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xeR”

Fx(x) = f_;]g(

Remarque 1.2 — Lhypothese de densité remplace donc '’hypotheése «} cxq) Px =
1» dans le cas discret.

Exemple 3 — On considere la fonction f définie par:

)= zﬁ site€ll,2],

0 sinon.

1. Il existe une variable aléatoire réelle X de densité f.

2. Déterminer de plus la fonction de répartition de X.

“On vérifie ici la définition d’une variable aléatoire a densité
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

n Fonctions de variables aléatoires a densité

»  Z=1X?estadensité, déterminer une densité.

Traitons quelques exemples simples d’images de lois a densité. De maniére générale,
toute image d'une variable aléatoire a densité par une fonction n'est pas a densité.
En effet, 'image par la fonction nulle d'une variable aléatoire a densité est la variable
aléatoire nulle, qui est clairement discréte et n'est donc pas a densité.

e Attention

Les calculs qui suivent sont extrémement classiques en pratique, a savoir refaire
absolument.

Exemple 5 — Carré dans un cas particulier Soit X une variable a densité de densité

0 Méthode Montrer que l'image d’une variable aléatoire réelle a densité est a densité { 1 sire[-1,2]
teR— <3 Y

0 s Montrer que Y = X? est une variable aléatoire a densité,
sinon.

Soit X une variable a densité et Y = g(X) avec g une fonction au moins définie sur

X(Q) (valeur absolue, logarithme, etc.).

1. Deviner un ensemble contenant Y(Q2) au moyen de 'image de la fonction g.

2. Calculer la fonction de répartition de la variable aléatoire Y.

3. Calculer la fonction de répartition de Y i.e. P (Y < y) pour tout y € R et vérifier
le Théoreme ALEA.14.1. Pour effectuer ledit calcul, faire des disjonctions de
cas en y en utilisant 'ensemble trouvé en 1.

déterminer une densité. @

Exemple 4 — Valeur absolue & Carré Soit X une variable a densité de densité f.
Alors :

»  Y=|X] estadensité, déterminer une densité.
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Exemple 6 — Exponentielle Soit X une variable a densité de densité f, etY = eX. Mon- Exemple 7— Logarithme Soit X une variable a densité telle que X(Q) <]0, +ool, et
Y = In(X). Montrer que Y est une variable aléatoire a densité, déterminer une densité.

trer que Y est une variable aléatoire a densité, déterminer une densité.
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Exemple 8 — Fonction affine Soit (a,b) € R? tel que a # 0. Alors Y = aX + b est une
variable aléatoire réelle admettant une densité g définie par

1 (y-b
Y R, = — .
S g Ialf( - )

»  (Premieére méthode : en utilisant le Théoreme ALEA.14.1.)
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»  (Seconde méthode : en utilisant la définition.) @
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Indépendance

C’est la méme définition que dans le cas discret, mais on remplace les égalités dans

les événements par des symboles « <».

— Définition ALEA.14.2 | Indépendance de variables aléatoires a densité
Soient X, ...,X,, une collection de n variables aléatoires a densité.
» (Indépendance) Les variables aléatoires X;,...,X,, sont dites indépen-
dantes si:

Y(x,...,x,) €R", PX,<xp,...,X,<x,) =PX; <x)x-xPX, <x,).
» (Indépendance deuxadeux) LesvariablesaléatoiresX;,...,X, sontdites
indépendantes deux a deux sipour tous i # j, X; et X; sont indépendantes.
Plus généralement, si (X,,) est une famille infinie de variables aléatoires, elles sont
indépendantes (resp. indépendantes deux a deux) si et seulement si toute sous-

famille finie est indépendante (resp. deux a deux indépendantes).

Notation

Dans ce cas on notera, comme dans le cas discret, X; 1L X, pour n =2, et (X,,) LL
en cas d’'indépendance mutuelle.
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— Proposition ALEA14.4 | Indépendance & Intervalles

Soient X, ...,X,, des variables aléatoires a densité indépendantes, et I, ...I,, une
collection de n intervalles réels. Alors :
PX, €l,,..

X, €L)=PX, €I) x - xP(X, €1,).

—— Définition ALEA14.3 | Suite i.i.d.

On dit qu'une suite (X,,) de variables aléatoires a densité est i.i.d. (on dit indé-
pendantes et identiquement distribuées) si elles sont indépendantes et de méme
loi.

FONCTIONS DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES. Nous admettons les résultats qui
suivent, qui sont les mémes que dans le cas discret.

Théoréme ALEA14.4
Soient Xy, ...,X,, une collection de n variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes. Alors pour toutes fonctions fj, ..., f,, ot pour tout f; : X;(QQ) — R,

les variables aléatoires réelles f; (X,), ..., f,,(X,,) sont des variables aléatoires

réelles indépendantes.

Exemple 9 — SiX;,...,X, sont indépendantes et X5 ne s'annule pas, alors X%,X3,1/X,
sont indépendantes.

~—— Théoréme ALEA14.5 | Lemme des coalitions ou Indépendance par paquets —
SoientX,, ..., X,, une collection de n variables aléatoires mutuellement indépen-

dantes. Alors pour toutes fonctions @, ..., ¢, et iy, ..., 0, k des entiers tels que
k

)" n; = n, ol pour tout ¢; : R" — R, les variables aléatoires réelles
i=1

P11y eees X s oo Py Xon)

sont des variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes.
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Exemple 10— Si X}, X,,X;5,X,, X5 sont indépendantes alors X? + X3, X;X5, X, sont in-
dépendantes.

La proposition suivante est indiqué comme hors-programme dans la mesure ot la
formule obtenue n'est pas a connaitre par coeur. En revanche, comme dans le cas
discret, la méthode mise en jeu dans la démonstration doit étre maitrisée.

Proposition ALEA14.5 | Minimum & Maximum de variables aléatoires a densité
— [H.P]
SoientX,, ..., X, adensité de fonctions de répartition respectives F, ..., F, etmu-
tuellement indépendantes. Alors pour tout x € R,

P(min{Xy,...,X,} > x) =[]0 -F;(x)),

P (max{Xy,...,X,} <x)=[]F;x).
1

e Attention
Side plus l.es VarlaF)les a'lf:atoures sonti.i.d. de méme loi qu’'une variable aléatoire Les égalités
X de fonction de répartition Fy, alors :

P (min{X,,...,X,} > x) = (1 - Fx(x))", P(min{X,,...,X,} <x) = P(U X, <x}),
i=1
P (max{X,,...,X,} <x) =Fx(x)".

n
P(max{X,,...,X,} > x) = p(u X, > x})
Par conséquent, les variables aléatoires min{X,,...,X,} et max{X,,...,X,} sont i=1

des variables aléatoires réelles a densité.

sont vraies. Mais en revanche, les réunions précédentes ne sont pas disjointes.

Notez que lorsque n =2, on a ) . . L B
Q Meéethode Trouver la loi d'un max de variables aleatoires a densite independantes

max(X;,X,) + min(X;,X,) =X; +X,, max(X;,X,) -minX;,X,) =X, - X,. Pour le max X = max(X,, ..., X,,).

1. on calcule la fonction de répartition : P (X < x) = P(X; < x)...P(X,, < x) pour
tout x € R. On invoque I'indépendance au moment adéquat.

2. On utilise ensuite 'expression de la fonction de répartition a I'aide de la den-
sité donnée.

Preuve @ 3. On vérifie le Théoreme ALEA.14.1 i.e. que x — P (X < x) est bien continue et

La premiere relation permet par exemple de calculer 'espérance de I'un connaissant
I'espérance de I'autre (voir plus bas pour la définition de 'espérance).
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)

de classe €' sauf en un nombre fini de points. On déduit alors également une
densité.

Q Méthode Trouver la loi d’'un min de variables aléatoires a densité indépendantes

Pour le min X = min(Xy, ..., X,,).

1. on calcule la fonction d’antirépartition : P(X > x) = P(X; > x)...P(X,, > x)
pour tout x € R. On invoque I'indépendance au moment adéquat.

2. On utilise ensuite 'expression de la fonction de répartition a I'aide de la den-
sité donnée.

3. On vérifie le Théoreme ALEA.14.1 i.e.que x — 1 -P(X>x) = P(X < x) est
bien continue et de classe €' sauf en un nombre fini de points. On déduit
alors également une densité.

Exemple 11— Cas d’uniformes Soit (X,,...,X,,) des variables aléatoires mutuellement
1 sixe[0,1],

indépendantes de loi %[0, 1] i.e. de densité f : x — { ]
0 sinon.

Montrer que S = max(X;, ..., X,,) est une variable aléatoire a densité, déterminer une

densité.
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n ESPERANCE, VARIANCE, MOMENTS

m Espérance d'une variable a densité

Rappelons que la notion d’espérance dans le cas discret est une moyenne (éventuel-
lement une somme infinie) des valeurs de la variable aléatoire en question, et pon-
dérées par sa loi. Dans le Chapter ANA.11, nous avons défini la notion de moyenne
pondérée pour une fonction : en particulier la valeur moyenne de t — t pondérée par
fx une densité de probabilité® est :

f: th (1) dt.

Puisque fx ne s'annule pas la ot X prend ses valeurs, on est bien en train de «moyen-
ner» les valeurs de X, pondérées par fx. Ce sera notre définition de I'espérance.

— Définition ALEA14.4 | Espérance d’une variable aléatoire a densité
Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fx.
»  (Admettre une espérance) On dit que X admet une espérance ou que X
est intégrable si :

+00
f tfx(t)dt converge absolument.

(o]

»  (Valeur de I'espérance)
rance deX la quantité

Si X admet une espérance, alors on appelle espé-

E(X) = f+°° tf (1) dt.

{o0)

Une variable aléatoire d’espérance nulle est dite centrée.

3Qui est donc bien d’intégrale 1

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau
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Attention
Comme dans le cas discret, I'existence d'une espérance n'est pas automatique!

Attention
Il convient d’étre vigilant, comme dans le cas discret, sur le vocabulaire. En effet :

+00
1. admettre une espérance signifie que : f |t fx (1) | df converge.
—00

+00
2. Lavaleur del'espérance est quantaelle: EX)= f tfx(t)dt.

(o o)

Remarque 21— Pourquoi supposer de la convergence absolue? La convergence
absolue n’est en réalité pas nécessaire dans le cas a densité pour que la notion d’es-
pérance soit bien posée (mais écrite dans le programme).

Remarque 2.2 — Lespérance ne dépend pas du choix d’'une densité Puisque deux
densités coincident sauf en un nombre fini de points, et que l'on ne change pas la
valeur d'une intégrale en modifiantla fonction en un nombre fini de points, on justifie
sans peine que la définition ne dépend pas du choix d’'une densité.

Proposition ALEA.14.6 | Cas d’'une densité paire
Soit X une variable aléatoire a densité admettant une espérance de densité f
paire, alors :

EX) =0.

Preuve

Fd

3 six=1

Exemple 12— Montrer que la fonction f : x — { * )
0 sinon,

" est une densité d’'une
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variable aléatoire X, et que X admet une espérance qui vaut E(X) = g lZ]

Exemple 13— Loide CAucHy Lafonctionf:xeR—

variable aléatoire X qui n'admet pas d’espérance.

BCPST2 @ 2021 / 2022

. 6x(1-x) sixel0,1],
Exemple 14 — Montrer que la fonction f : x — 0 ] est une den-
sinon,

sité d'une variable aléatoire X, et calculer son espérance le cas échéant.

1

PR
T est une densité d’'une

Exemple 15— Loide LAPLACE Soit X une variable aléatoire de densité f : x — %e_"".

La variable aléatoire X est alors centrée.
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PROPRIETES DE L'ESPERANCE.

—— Théoréme ALEA14.6 |

et:
E (AX + 1Y) = AE (X) + pE (Y).
2. (Positivité de 'espérance) X=0 — EX)=0, et:
X>0, EM=0 < X=0ps (iePX=0)=1]
Le résultat subsiste si on a seulement P (X = 0) = 1 en hypothese, i.e.

PX=z0=1 = EX)=0,

PX>0=1 EX=0 < X=0ps (iePX=0)=1]

ﬁ/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

Soient X et Y deux variables aléatoires a densité admettant une espérance. Alors :
1. (Linéarité de 'espérance) SoientA,peR, AX+ puYadmetune espérance

3. (Croissance de I'espérance)
XY = EX)<E(®).

Le résultat subsiste si on a seulement P (X < Y) = 1 en hypothese, i.e.

PX<Y)=1 = EX)<E(Y).

Preuve
1. Nous admettons la linéarité de I'espérance.

0
2. Supposons que P(X =0) = 1. Alors Fx(0) =0 = f Jx- Or, la fonction f; est posi-

—00
tive et continue sauf en un nombre fini de points, donc
fx|g- =0 sauf en un nombre fini de points.
Ainsi,

E(X):f0 th(t)dt+foootﬁ((t)dt=0+foootfx(t)dt20.

=0

Nous admettons I’équivalence.
3. Appliquer 2 avec X — X —Y et utiliser la linéarité de 'espérance.

FORMULE DE TRANSFERT POUR UNE VARIABLE ALEATOIRE A DENSITE. Le théoréme suivant per-
met de calculer 'espérance de g (X) lorsque X est une variable a densité et g une fonc-
tion continue. La encore, le point clef est que nous n’avons pas besoin de connaitre
laloi de g(X) (ou une densité de g(X)) pour calculer son espérance!

Théoréme ALEA14.7 | Transfert pour les variables aléatoires a densité
Soit X une variable aléatoire réelle de densité fx telle que X(Q2) c I ou I est un
intervalle réel (éventuellement non borné), et g : I — R continue sauf éventuel-
lement en un nombre fini de points de sorte que g(X) est discréte ou a densité.
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Alors :

Y=gX) admetune espérance

= / g()fx(£)dt estabsolument convergente.
I
Dans ce cas, nous avons :

E(g(X)) = fl gk dr.

Preuve (Point clef— Dans le cas étudié ci-dessous, la preuve est un changement
de variable)

Montrons dans le cas o1 g est de classe €' avec g’ strictement positive sur I =]a, b,
avec a < bréels ou égauxa —ooou + oo. Par le théoreme de la bijection, la réci-

proque g~! existe bien.
D’apres la formule de changement de variable du Chapter ANA.11, les intégrales
b
f g fx(t)dt et
a
b -1 (b)
fg uxf)‘((g—l(u)) :fg ux(FXog_l),(u)du
g g'(g7'w) g@
sont de méme nature en faisant formellement le changement de
variable «u = g(t) << g‘l(u) = t». Or, toute densité de Y =

gX) estnulle en dehors de 1g(a),g(b)[ puisque Y(Q) < g(D)
sur cet intervalle,

clg(a),g(b)[ et

=P(X<g ') =(Fxeg ).

Dongc, en cas de convergence,
g(b)
u x
gla)

+00
Finalement, on a montré que les intégrales f gt fx(r)dt et f ufy(u)du sont

Fy(y)=P(EgX) <y)

uxFy(uwdu = f+oo ufy(u)du.

—00

(Fxog™) (wdu = f+°°

—00

de méme nature et sont égales en cas de convergence. Or, cette derniére intégrale
converge absolument si et seulement si Y admet une espérance. Et en cas de conver-
gence elles sont égales, le théoréme de transfert est donc démontré dans ce cas.

BCPST2 @ 2021 / 2022
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Attention
Lavariable aléatoire g (X) n’est pas forcément une variable a densité comme nous
l'avons déja vu. Mais on sait néanmoins dire si elle admet une espérance et la
calculer le cas échéant.

Exemple 16 —

>

588

Soit b € R, retrouver E (b) a 'aide du théoréme du transfert. Comment pourrait-
on aussi la calculer? @

1 six €][0,1],

Soit X une variable aléatoire de densité f : x — .
0 sinon.

Montrer que \/i admet une espérance, et la calculer. @

—-X

e six =0,

Soit X une variable aléatoire de densité f : x — .
0 sinon.

Montrer que X* admet une espérance, et la calculer. @
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»  Onreconsidére 'Exemple 13. Montrer que sin(X) admet une espérance, et la cal-
culer.

~—— Corollaire ALEA14.4 | Inégalité triangulaire pour 'espérance
Soit X une variable aléatoire réelle a densité. Alors :

X admet une espérance <= |X| admet une espérance.
Et dans ce cas :

[EX)|<E(X]).

Preuve (Point clef — Théoréme du transfert & Inégalité triangulaire pour les
intégrales généralisées)

~—— Corollaire ALEA14.5 | Transfert pour les fonctions affines.

Soit X une variable aléatoire a densité et a, b € R. Alors :

1. X possede une espérance —> aX + b posséde une espérance.

2. Supposons que a # 0. Alors: aX+ b possede une espérance — X pos-
sede une espérance.

De plus, si X et aX + b possedent une espérance, nous avons :

E(aX+b)=aEX) +b.

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

Preuve
1. Le résultat est évident pour a = 0 : en effet, 0X + b = b dans ce cas et la variable
aléatoire discrete b admet bien une espérance qui vaut b = 0E(X) + b. Considé-

ronslecasa # 0. @

Remarque23—  Notons que, comme déja constaté dans un exemple, aX+ b est une
variable aléatoire réelle a densité a densité si a # 0. Lespérance précédente est donc
donnée sous forme d’'une intégrale dans ce cas, et si a = 0, nous obtenons 'espérance
d’une constante qui est une variable aléatoire réelle discrete (donc définie au sens du
Chapter ALEA.13).

Corollaire ALEA14.6 | Centrage
Soit X une variable aléatoire a densité possédant une espérance, alors

X —-E X) estune variable aléatoire centrée.
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Preuve
possede donc une espérance, et

Appliquer le résultat précédent avec a = 1 et b = —E (X). Alors X — E (X)

EX-EX)=EX)-EX) =0.

m Moments d’ordre supérieur

ATlaide du théoréme de transfert, nous pouvons donc affirmer les points suivants.

4

(Moments d’ordre k) X admet un moment d’ordre k € N si et seulement
sil’équivalence suivante est réalisée :

E(IXIk)<oo — foolﬂkfx(t)dt converge.

On appelle alors momentdordre k: E (Xk) = foo t*f (1) dt.

—00

(Moment d’ordre 2 et variance) On dit que X admet un moment d'ordre
deux si et seulement si I’équivalence suivante est réalisée :

E(X[*) <00 fooltlzﬁ((t)dt converge.

On appelle alors moment dordre2: E (X?) = foo |t|? £ (£) dt. Si X admet

un moment d’ordre deux, alors elle admet un momg;lt d’ordre un (i.e. une es-
pérance), et on appelle variance de X la quantité notée Var (X) et définie par:
Var (X) = E (X - E (X))?). La variable aléatoire X posséde une variance si et
seulement si :

f°° (t—E (X)) (t)dr  converge.
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Définition/Proposition ALEA14.3 | Variance, écart-type, moments, version conti-
— nue
Soit X une variable aléatoire a densité f.
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Dans ce cas,

(e 9]

Var (X) = f (t —E X)*f (¢) dt.

On appelle écart-type de X, la quantité notée oy, et définie par oy :=
v/ Var (X). Une variable aléatoire de variance un est dite réduite.

On pourra retenir également que :
variance.

Le moment d’ordre 1 correspond donc a I'espérance.

La variance d’une variable aléatoire mesure I’écart quadratique moyen entre X et
sa valeur moyenne E (X).

Preuve Montrons que : si X admet un moment d’ordre deux, alors X admet un
moment d’ordre un. Le reste provient de simples applications du théoréme de trans-

fert. @

Remarque 2.4 —

si X n'a pas d’espérance, alors elle n'a pas de
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Méthode Etudier Uexistence d'une variance dans le cas a densité

On étudie l'existence d'un moment d’ordre deux, i.e. la convergence de

)

foo [t]? fx (£) dt.

Proposition ALEA14.7 | Cas d’une variable aléatoire bornée
Soit X une variable aléatoire a densité f.
»  SiXestbornée, alors X admet une variance, et donc une espérance.
»  Le résultat est encore vrai si X est presque-stirement bornée i.e. s’il existe
MeR" telque P ([X| <M) = 1.

Preuve On montre que

[e.e]
f [t fx(t)dt converge (et donc aussi absolument car I'intégrande est positive).
(e o)

Fd

Enfin toutes les propriétés en vigueur dans le Chapter ALEA.12 restent donc valables
dans le cas a densité.

Proposition ALEA14.8 | Propriétés de la variance/covariance
SoientX,Y deux variables aléatoires a densité admettant une variance, et A, p € R.
1. (Variance nulle) VarX)=0 <= X=EX) p.s.

2. (Variance d’une expression affine) Var ( + p) = ar (X).

3. (Formule de KoN16-HUYGENS) Var (X) = E (X?) - E (X)%.
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Preuve Identiques au cas discret.

OPERATION DE CENTRAGE/REDUCTION. La proposition ci-dessous parait anecdotique
mais elle sera d'un intérét majeur plus tard dans 'année.

—— Définition/Proposition ALEA14.4
Soit X une variable aléatoire a densité ayant une variance, alors

_ X-EX)
(défi.) O

X*

est une variable aléatoire réelle centrée réduite. On 'appelle la centrée/réduite de
X. Elle est de plus a densité.

Preuve
4 par linéarité de I'espérance,

EX)-E(EX) EX)-EX) _
GX B UX B

0.

E(X*) =
4 D’apres I'expression de la variance d'une expression affine, on a :

Var(X-E (X)) VarX 2
Var (X*) = ar ( ! X)) _ arz( )20_);:1‘
Ox Ox Ox

CAS DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES.
tat suivant.

On présente sans démonstration le résul-

Proposition ALEA14.9

Si X, ..., X, sont n variables aléatoires a densité mutuellement indépendantes.
Alors :
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1. (Espérance d’'un produit) siles X; admettent une espérance,

E(X;..X,)=E(X;)...E(X,).

2. (Variance d’'une somme) siles X; admettent une variance, alors

Var (X, + - +X,,) = Var (X, ) + --- + Var (X,,) .

Preuve Admis.”

LOIS USUELLES

Commencons par définir la loi uniforme sur des ensembles non discrets. Précisons
un peu de vocabulaire pour certaines commandes Python :

»  cdf signifie «cumulative density function», cet acronyme sera donc réservé aux
fonctions de répartitions,

»  pdf signifie « probability density function», cet acronyme sera donc réservé aux
densités.

Pour la simulation, le principe est similaire au cas discret déja vu : la plupart des
scripts dépendront de la simulation d'un réel aléatoire entre 0 et 1. On rappelle un
fait déja constaté dans le Chapter ALEA.13 : toute loi de fonction de répartition bijec-
tive peut étre simulée en cherchant F;(l, car F;(l (U) améme loi que X si U — %[0, 1].
Ce sera parfois le cas dans les lois usuelles qui vont suivre.

Comme pour les lois discretes usuelles, on justifiera a chaque fois l'existence d'une
telle variable aléatoire en montrant qu’'une certaine fonction est une densité.

“Les vecteurs aléatoires a densité étant hors programme, nous n‘aurons pas les outils pour prouver ces
propriétés contrairement au cas discret.
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m Loi uniforme sur [a, b]

— Définition ALEA14.5 | Loi uniforme continue
Soient a et b deux réels tels que a < b. On dit qu'une variable aléatoire X suit la
loi uniforme sur [a, b], 1a, b] oula, b| si elle admet pour densité

1

fa,b:x'_) { ba

0 sinon.

six € [a,b],

Remarque 31— Modélisation Toute expérience aléatoire dont les issues sont des
réels d'un intervalle [a, b] et apparaissant de maniére équiprobable.

fa,b(x)

a b

4

F1G. ALEA.14.2. : Graphe de la densité de 'uniforme
Remarque 3.2 — Valeurs prises En particulier,

P(X€[a,b])=P(X€la,b])=P(X€[a,bl)=P(X€la,bl) =1.

Preuve Il existe un espace probabilisé et une variable aléatoire vérifiant ces

conditions. En effet,
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Exemple 17 — Soient X — %[-1,3],Y — %[0,2]. Donner 'expression de leur densité

et les représenter graphiquement.

—— Proposition ALEA14.10 | Espérance, variance, propriétés

Soient a et b deux réels tels que a < b et X, Y deux variables aléatoires réelles.
1. Supposons que X — %[0,1] et Y — 9% |a, b]. Alors pour tout ¢ € R,

0 sitr<o, 0 sit < a,
Fx(t)=4t sitel0,1],,etplus généralement: Fy(t) = ﬁ site€la,b],
1 sinon, 1 sinon.

2. (Stabilité) X — %[0,1] < Y=a+(b-a)X—%a,b].
3. (Espérance / Variance) Les variables aléatoires X et Y admettent une espé-
rance et une variance, données par :

En=""Y varepo @=-9°
Ty A o112

Preuve
1. Il suffit de faire les calculs pour Y. @
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F1G. ALEA.14.3. : Graphe de la fonction de répartition de 'uniforme sur [a, b]
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

3. Faisonsles calculs pour X — %([0, 1]), on déduira alors ceux pour Y — % ([a, b]).

rd

Exemple 18 — Fonction de loi uniforme SoitX — % ( ) Montrer que Y = tanX

Imn
2’2

est a densité, en déterminer une. @

SimuraTion. Nous avons déja établi le lien entre 'uniforme %10, 1] et % [a, b] pour
a < b. 1l nous sert donc a simuler 'uniforme générale.

Simulation de la loi uniforme continue

import random as rd
def uniforme(a,b):

(a,b)->une simulation de 1'uniforme sur [a,b]

return a + (b - a)xrd.random()

Le module np. random de ne sait pas simuler directement la loi uniforme conti-
nue. On fait donc plutdt appel pour cela a la sous-bibliotheque random de numpy.

>>> np.random.uniform(-1, 2)
1.268833699024647
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

m Loi exponentielle 1. Supposons que X — &(A). Alors pour tout ¢ € R,
sit <0,
—— Définition ALEA14.6 | Loi exponentielle Fx(1) = 1—eM sinon
Soit A > 0. On dit qu’'une variable aléatoire X suit une loi exponentielle & () si elle
admet pour densité 2. (Stabilité) X—&N) <= AX<=&(1).
3. (Espérance / Variance) Supposons que X — &(A). Alors
) Ae ™  six e [0,+ool,
hix— 0 sinon E (X) ! Var (X) !
. =—, VarX) = —.
A A?
Hx) Fx (x)
A
I f f + f f — 5 I f f - x
F1G. ALEA.14.4. : Graphe de la densité de I'exponentielle F1G. ALEA.14.5. : Graphe de la fonction de répartition de 'exponentielle
. . . P
Remarque 3.3 — Valeurs prises En particulier, ] reuve
P(XeR")=1.
Preuve Il existe un espace probabilisé et une variable aléatoire vérifiant ces

conditions. En effet,

Proposition ALEA1411 | Espérance, variance, propriétés
ﬁoit A > 0 et X une variable aléatoire réelle. ’
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

=) []

3. Faisons les calculs pour X — &(1), on déduira alors ceux pour Y = AX — &(A).

rd

Exemple 20 — Minimum de lois exponentielles Soientn = 1etX,,..., X, — &(A) avec
A > 0. On suppose de plus ces variables aléatoires indépendantes. Montrer que Y =

min(Xy,...,X,) — é"(n)\).

Exemple 19 — Fonction de loi exponentielle Soit X — &(1). Montrer que Y = InX est

a densité, en déterminer une.
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PROPRIETE D'ABSENCE DE MEMOIRE. Une loi exponentielle modélise la durée de vie d'un
phénomene continu sans mémoire, ou sans vieillissement, ou sans usure. Nous avons
déja croisé, pour rappel, une loi de probabilité sans mémoire discreéte : la loi géomé-
trique.

Proposition ALEA14.12 | Absence de mémoire
ﬁoit X — &(A) avec A > 0. Alors X est sans mémoire.

Remarque 3.4—  Comme pour la loi géométrique, la réciproque est vraie aussi : la
seule loi a densité qui est a absence de mémoire est la loi exponentielle.

Preuve

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

Simuration. Commencons par la propriété qui va nous permettre de simuler la loi
exponentielle a partir de 'uniforme sur [0, 1].

Proposition ALEA1413 | Simulation de I'exponentielle
Soit U — % ([0,1[) et A > 0. Alors::

X= —%ln(l—U) — &(AN).

Attention
La preuve qui suit est a maitriser parfaitement, tres classique dans la pratique.

Preuve (Point clef — Montrer que la fonction de répartition de
—% In(1-U) — &(A) est celle d’'une uniforme)

4 La variable aléatoire X est bien définie. @
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Simulation de la loi exponentielle

import random as rd
from math import log
def expo(lamba):

lamba -> une simulation de 1'exponentielle de parametre lamba

return -(1/lamba)*log(rd.random())

Le module random ne sait pas simuler directement la loi exponentielle. On fait
donc plutdt appel pour cela a la sous bibliotheque random de numpy.

>>> np.random.exponential (1/3) # Attention au paramétre : c'est

—~ 1'inverse du paramétre mathématique qu'il faut indiquer
0.6260016845989265

m La loi normale

Cette loi de probabilité, aussi appelée loi de Gaul$ ou gaussienne, joue un role essen-
tiel en probabilités et en statistiques. On verra dans le Chapter ALEA.16 son caractere
universel dans les situations o1 'on observe une somme de variables aléatoires indé-
pendantes et centrées : par exemple, on peut envisager les fluctuations d'un cours de
bourse comme le résultat d'une addition de phénomenes aléatoires indépendants et
de faible ampleur relative.
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m Loi normale centrée réduite

— Définition ALEA14.7 | Loi normale centrée réduite
On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite ou gaussienne
standard si elle admet pour densité

e

N

p:xeR—

V2

@(x)

-3 -2 -1 0 1 2 3

F1G. ALEA.14.6. : Graphe de la densité de la normale centrée réduite

On appelle aussi parfois ce graphe la «courbe en cloche».

Preuve 11 existe un espace probabilisé et une variable aléatoire vérifiant ces

conditions. En effet,

Proposition ALEA14.14 | Espérance, variance, propriétés
Soit X — A47(0,1). Alors X admet une espérance et une variance données par :

EX)=0, VarX)=1.
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

Preuve

e Notation Fonction de répartition

On notera dans la suite ® la fonction de répartition de la loi A7(0,1) :

)
VxeR, ®(x)=PX<x)= -5 dt.

1 fx
— e
V2T J-o0

Exemple 21— Fonction de loi normale Soit X — .#(0,1). Montrer que Y = |X| esta Notons qu'elle n'est pas calculable explicitement contrairement aux lois exponen-

. . . tielle et uniforme. En revanche, il est possible d’établir I'équivalent suivant.
densité, en déterminer une.

Proposition ALEA14.15 | Propriétés de @
1. (Symétrie) Pourtoutx€R,ona:

O(=x) =1-D(x).

2. Lafonction @ : R —]0, 1] est bijective.

La premiere propriété peut étre également comprise par un dessin.

@(x)

O(—x)=PX<—-x) 1-P(x)=PX>x)

F1G. ALEA.14.7. : lllustration de la propriété de symétrie sur ®
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

Preuve

08 -

On en dispose pas d’expression de ®. On peut cependant utiliser Python pour esquis- R o )
ser son graphe. On connait cependant des tables de valeurs de ® (voir I'annexe en fin de chapitre).

Fonction de répartition de la normale centrée/réduite

import numpy as np SimuraTion.  Puisque la fonction de répartition est bijective dans le cas de la loi nor-
import matplotlib.pyplot as plt male, nous pouvons donc facilement déduire une méthode de simulation.
import scipy.stats as stat

Proposition ALEA14.16 | Simulation de la normale centrée réduite

abs = np.linspace(-10,10,10%%*3) Soit U — ([0, 1]). Alors :
plt.plot(abs, stat.norm.cdf(abs))
plt.grid() O~ 1(U) — .A4(0,1).

Preuve @
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

La fonction ®~! ne se calcule pas non plus facilement, on va utiliser le sous-module
scipy.stats pour obtenir des valeurs approchées.

Simulation de la loi normale centrée réduite

import random as rd
import numpy as np
# import scipy.stats as stat

def norm():

nnn

->une simulation de la N(O0,1)

nnn

return stat.norm.ppf(rd.random())

Le module random ne sait pas simuler directement la loi normale. On fait donc
plutdt appel pour cela a la sous-bibliotheque random de numpy.

>>> np.random.normal ()
0.1485715589360008

m Loi normale générale

—— Définition ALEA14.8 | Loi normale
Soient g € R et 0 > 0. On dit qu’'une variable aléatoire X suit la loi normale (ou
gaussienne) N (4, 02) si elle admet pour densité

1 _G-w?
e 207

X
(‘Pp,()'2 0_@
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On le note X — A (u, 0?).

(pp,oz (%)

H

F1G. ALEA.14.8. : Graphe de la densité de la normale générale

Preuve 1l existe un espace probabilisé et une variable aléatoire vérifiant ces

conditions. En effet,

—— Proposition ALEA14.17 | Espérance et variance

Soit X — .4 (u,0?) alors X admet une espérance et une variance données par :
EX)=py, Var(X)=o?%

Autrement dit,

X — A (u, Var (X)).

Proposition ALEA14.18 | Stabilité

» (Lien avec la gaussienne standard : centrage / réduction) Soient g € R
eto>0.
2 * X - M
X—N(yo°) = X'=——=H(0,].
o
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En d’autres termes, si une variable aléatoire X suit une loi .4 (u,c?) alors
sa centrée réduite associée suit une loi normale centrée réduite, et inver-
sement.

(Fonction affine d’'une loi normale) Plus généralement, soient pu € R, o >
0 et X — A (u,0?). Alors pour tout (a, b) € R? de sorte que a # 0,

aX+b — N (ap+ b, (ac)?).

En d’autres termes, toute variable aléatoire affine non constante d’une loi
normale suit encore une loi normale, de parameétres son espérance et sa va-
riance.

Preuve Commengons par prouver le second point. @

On déduit alors facilement le premier.

BCPST2 @ 2021 / 2022
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Preuve On peut maintenant démontrer la Proposition ALEA.14.17.

— Proposition ALEA1419 | Somme de lois normales indépendantes

Soient X;, ..., X,, une collection de n variables aléatoires indépendantes telles
que:

ViE[[l, n]], Xi;n/V(pi,O'?), HiER’ 0i>0'

» Alors:
£ 30t =B £ var £
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

»  Etplus généralement : pour toute famille (A,,...,A,) € R"\{(0,...,0)},ona:

i=1 i=1 i=1

ZMX,H«/V(ZM-M,-»ZM-G?)

)

i=1

En résumé, toute combinaison linéaire de lois normales indépendantes est encore
une loi normale. On obtient alors ses parametres en calculant son espérance et sa
variance.
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Preuve Provisoirement admis.
Para- Notation Densité Espérance Variance
Exemple 22— Soient n > 1, X, ...,X,, une collection de n variables aléatoires indé- métre(s)

1 . . . . 2
pendantes, telles que X; — JV(O, TZ) pourtouti € [1, n]. Quelleestlaloide Y7, i-X;?  Uniforme a<b U 4, ﬁﬂ[a,b] (x) %” (bl_g)
deux réels

Exponen- Ae EWN) Ae Mg o0 (%) X 3

tielle 10, +oo

Laplace  A€]0,00f £ 2e Ml 0 2

Normale (m,0%) € AN (m,o?) L_e” o n o?
’ ’ V2no?

(dansR)  Rx]0, +oo[

DENSITE, FONCTION DE REPARTITION, SIMULATION. Techniques similaires a la loi .47(0,1),
on ne les détaille donc pas comme précédemment.

»  Onpeutrajouter des parametres loc, et scale pour obtenir les graphes des fonc-
tions de répartition et densité de la loi normale générale.
Pour la simulation, on utilise celle de la .4'(0, 1), puis on retourne g+ o4 (0, 1).
»  Pourlasimulation, on peut aussi utiliser les fonctions existantes de scipy.stats
en précisant directement les bons parametres.

Bilan des lois continues usuelles

Le tableau suivant rassemble quelques lois continues usuelles.

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau 603 BCPST2 € 2021 / 2022



ANNEXE - TABLE DE VALEURS DE LA .4/'(0, 1)

0 Méthode Lecture d’une table
Si l'on souhaite avoir, par exemple, ®(0,96), on :
1. se place surlaligne «0.9»,
2. se place ensuite sur la colonne «0.06».
3. On obtient alors la valeur désirée.

BCPST2 @ 2021 / 2022

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

0.05

0.06 0.07 0.08 0.090

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

0.5000
0.5398
0.5793
0.6179
0.6554
0.6915
0.7257
0.7580
0.7881
0.8159

0.5040
0.5438
0.5832
0.6217
0.6591
0.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186

0.5080
0.5478
0.5871
0.6255
0.6628
0.6985
0.7324
0.7642
0.7939
0.8212

0.5120
0.5517
0.5910
0.6293
0.6664
0.7019
0.7357
0.7673
0.7967
0.8238

0.5160
0.5557
0.5948
0.6331
0.6700
0.7054
0.7389
0.7704
0.7995
0.8264

0.5199
0.5596
0.5987
0.6368
0.6736
0.7088
0.7422
0.7734
0.8023
0.8289

0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

604

1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6

0.8413
0.8643
0.8849
0.9032
0.9192
0.9332
0.9452

0.8438
0.8665
0.8869
0.9049
0.9207
0.9345
0.9463

0.8461
0.8686
0.8888
0.9066
0.9222
0.9357
0.9474

0.8485
0.8708
0.8907
0.9082
0.9236
0.9370
0.9484

0.8508
0.8729
0.8925
0.9099
0.9251
0.9382
0.9495

0.8531
0.8749
0.8944
0.9115
0.9265
0.9394
0.9505

0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
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1.7 0.9554
1.8 0.9641
1.9 0.9713

Variables aléatoires a densité

0.9564
0.9649
0.9719

0.9573 0.9582
0.9656 0.9664
0.9726 0.9732

0.9591
0.9671
0.9738

0.9599
0.9678
0.9744

0.9608
0.9686
0.9750

0.9616
0.9693
0.9756

0.9625
0.9699
0.9761

0.9633
0.9706
0.9767

2.0 09772
2.1 0.9821
2.2 0.9861
2.3 0.9893
2.4 09918
2.5 0.9938
2.6 0.9953
2.7 0.9965
2.8 0.9974
2.9 0.9981

0.9778
0.9826
0.9864
0.9896
0.9920
0.9940
0.9955
0.9966
0.9975
0.9982

0.9783 0.9788
0.9830 0.9834
0.9868 0.9871
0.9898 0.9901
0.9922 0.9925
0.9941 0.9943
0.9956 0.9957
0.9967 0.9968
0.9976 0.9977
0.9982 0.9983

0.9793
0.9838
0.9875
0.9904
0.9927
0.9945
0.9959
0.9969
0.9977
0.9984

0.9798
0.9842
0.9878
0.9906
0.9929
0.9946
0.9960
0.9970
0.9978
0.9984

0.9803
0.9846
0.9881
0.9909
0.9931
0.9948
0.9961
0.9971
0.9979
0.9985

0.9808
0.9850
0.9884
0.9911
0.9932
0.9949
0.9962
0.9972
0.9979
0.9985

0.9812
0.9854
0.9887
0.9913
0.9934
0.9951
0.9963
0.9973
0.9980
0.9986

X

Px)=PX=x)= f

—00 /2T

t2
e z2dt et O(—x)=1-D(x).

0.9817 On retiendra en particulier la valeur typique ®(1.96) = 0.975, de sorte que :

0.9857
0.9890
0.9916
0.9936
0.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986

3.0 0.9987
3.1 0.9990
3.2 0.9993
3.3 0.9995
3.4 0.9997
3.5 0.9998
3.6 0.9998
3.7 0.9999
3.8 0.9999
3.9 1.0000

0.9987
0.9991
0.9993
0.9995
0.9997
0.9998
0.9998
0.9999
0.9999
1.0000

0.9987 0.9988
0.9991 0.9991
0.9994 0.9994
0.9995 0.9996
0.9997 0.9997
0.9998 0.9998
0.9999 0.9999
0.9999 0.9999
0.9999 0.9999
1.0000 1.0000
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0.9988
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997
0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997
0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997
0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.9989
0.9992
0.9995
0.9996
0.9997
0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.9990
0.9993
0.9995
0.9996
0.9997
0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

0.9990
0.9993
0.9995
0.9997
0.9998
0.9998
0.9999
0.9999
0.9999
1.0000

605

P(X € [-1.96;1.96]) = 2®(1.96) — 1 =0.95

* x %  Fin du chapitre

* k%
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

EXERCICES converge, donc
(o] (o] x —
f 2 f(t)de = f t2f(t)dt —f 2 f()dt =—= 0
X —0o0 —00
Géneralites par définition de I'intégrale. On montre de-méme que
X = 4 d X—00
Exercice ALEA1141 | Soit X une variable aléatoire réelle a densité de densité f continue . r°f)dt —— 0,

et telle que E (X?) existe.
puis par théoréme d’encadrement que :

1. Montrer que si x > 0, alors :

lim [sz(IXI > x] = 0.’

i 2f(t)de + foo t2f(t)dt.

0< xX’P(IX| = x) < f

2. Soit x € R". Puisque |X| est a densité, on a:

» . . 2 _
En déduire que  lim [x P(Ix| > x] =0 VieR, P(X|=1)=1-P(X|<)=1-(F()—F(=0).

2. Soit x € R". Montrer que : to—
. 2 1 e Alors : ot
f tP(X| = 1) dt = =—P(|X| >x)+—f t2f(t)dt. x x 1 -
0 2 2 Jox f tP(X| = £)dt = f t(1— (F(#) - F(-1)))dt (F(2) -
Indication : On pourra utiliser la fonction de répartition F deX et une intégration 0 0 . g2 2% > fé;tm
par parties. = _fo E(_f(t) +f(=0)de+ |1 —(F() —F(—t)))g €' car
0 [ est
..................................................... 1 [ 1 [ 2] ¥
olution (exercice ) M ermar-t [Ferende+ [pax s 0t conti
2 Jo 2 Jo 2 0 nue

X

t2f(¢)dt,

2
1. Soit x > 0, alors: :| %p(pq >x)+ % f

0<x*P(X|2x) =x*PX<—x)+x*PX = x)
ol a la derniere étape nous avons réalisé le changement de variable u = —¢ dans

P (o ¢]
= f_ xf)de+ fx x*f(t)de la derniére intégrale, de classe €, puis utilisé la relation de CHASLES.

<

=

f_: tzf(t)dt+/xoo t2f(t)dt.

Puisque E (X?) existe, l'intégrale
o Exercice ALEA14.2 | Formule des cumulants, cas continu Soit X une variable aléa-
f r°f(r)de toire positive admettant une densité positive f. On notera F sa fonction de répartition.

—00
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

(e 9)
On souhaite montrer que X admet une espérance si et seulement si f PX>r)dt
0

converge, et qu’en cas de convergence :

EX) = foooP(X> 1 dt.

1. Enadmettant provisoirement le résultat del'exercice, montrer que siX, Y sont deux
variables aléatoires indépendantes suivant une & (A) avec A > 0, alors Z = min(X, Y)
admet une espérance et la calculer.

2. On souhaite maintenant démontrer la proposition dans le cas ou f est continue,
pour simplifier.

21) Soit A > 0. Montrer la formule suivante :
A A
f tf(t)dtzf PX>rndr+AFQA)-1).
0 0
2.2) Conclure.

Solution (exercice ALEA.14.2) [F I

1. OnaZ=min(X,Y). Puisque X,Y — &(A), onapourtout ¢ =0

PZ>t)=PX>t,Y>1)
=PX>0)P(Y>1)

= (e'“ )2

—2At

Q indépendance

=e
Par ailleurs, P(Z>t) =1sit < 0. Donc:

—2At

l1-e sit=0,

VteR, Fz(t):{ .
0 sinon.

. . . - —0 R
Donc F, est bien continue, puisque 1 — e 2" =2 0, etelle est € sauf peut-étre

en 0. Donc Z est a densité, et une densité est donnée par :

20e” M sir >0,
VIR, =1

sinon.

Autrement dit :

Z — &(2M).| Elle possede donc une espérance, et elle vaut

E@Z) =%

2. 21)

2.2)
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Soit A > 0. Puisque G : x — F(x) — 1 est une primitive de f, et que f est
continue, G est de classe €". Par ailleurs, x — x est également de classe
%'. Donc par intégration par parties :

A A
f tf(t)dt=—f (F(t)-1)dt+A(FA)-1) -0(F(©0)—1).
0 0

Ainsi, puisque F(t) —1 = —(1 — F(¢)) = —P (X > ) pour tout € R, on déduit
que:

A A
‘f tf(t)dt=f PX>pdt+AFA) -1 |
0 0

Procédons par double implication.
Supposons que f P (X > 1) dt converge. Alors I'intégrale de droite
0

converge vers une limite finie ou de maniere équivalente (on integre des
fonctions positives) il existe M € R* tel que

A
VA€eR", f PX>1ndtr<M.
0
Et puisque A (F(A) — 1) < 0 pour tout A € R, on déduit

A A
Osf tf(t)dtsf PX>t)dt <M.
0 0

A

Ainsi, la fonction A — f
0

est positive, donc converge. Ainsi, X posseéde une espérance.

Réciproquement, supposons que X posséde une espérance. Alors

tf(t)dt est majorée, croissante car l'intégrande

OsA(l—F(A))=Afwf(t)dt<fwtf(t)dtm 0
A A

car il s’'agit du reste d’'une intégrale convergente. Donc par théoréme d’en-
cadrement, on déduit que si X admet une espérance, alors

A—o00

A(1-FA) —— 0,
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A—o0

et donc A(F(A) — 1)

0. D’apres la question précédente, vient alors :

foo P (X > t)dt converge |.
0

Etudes de lois

Exercice ALEA14.3 | Soit g la fonction définie sur R par :

Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

11) Justifier que cos |[0’n] réalise une bijection de [0, 7] vers [-1,1]. On notera
arccos la fonction réciproque de cette bijection.

Justifier que arccos est dérivable sur ] — 1, 1[ et calculer arccos’ sur cet inter-
valle. Quelle est sa monotonie?

Soit X une variable aléatoire uniforme sur [0, 1].

21) Déterminerlaloi deY = cos(n X).

2.2) >_ Ecrire une fonction simulY () qui simule la variable Y.

2.3) Calculer, si elles existent, 'espérance et la variance de Y.

1.2)

Solution (exercice ALEA.14.5) |

1.
0 sit<l, 2. 21) DéterminonslaloideY = cos(n X), c’est-a-dire une densité dans ce contexte.
VieR, g(t)= {g sitr>1 beR. Constatons que P (Ye [-1,1]) = 1. Soit ¢ € R, alors puisque arccos est dé-
o ' croissante et que arccos(cos(mx)) = mx pour tout x € [0, 1],
1. Déterminer b pour que g soit la densité d'une variable aléatoire a densité. Déter- )
miner laloide X — 1. 0 siz<-1
2. En déduire que X posséde une espérance et une variance. P(cos(nX) < t) ={ P(cos(nX) < t) = P(nX > arccost) sit€]0,1[
1 sit=1
Exercice ALEA14.4 | Loi de CAucHY Soit ¥ : x — m 0 sitr<—1
- : - ={P(X> meest] sipelo,lf
1. Montrer que ¥ est une densité de probabilité. Dans la suite on considére X de n
densité ¥. On dit que X suit une loi de CAUCHY. 1 siz=1.
2. Déterminer la fonction de répartition F associée a X. )
3. Lavariable aléatoire X admet-elle une espérance? Une variance? I;r(c)crss(iue re ]O’ 1_[’ puisque X ‘_’ (10, 1,])’ n(')l'lS avons P(cos(mX) < ) =1 -
4. (Simulation) Soit U une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur ]0, 1[. =% - Ondéduit alors la fonction de répartition de Y :
41) Apresavoir déterminé F~!, montrer que X et F~! (U) ont méme loi, i.e. méme
fonction de répartition. 0 sit<-1
4.2) >_® En déduire une méthode de simulation de la variable aléatoire X. VieR, Fy(t)={1-%=8l site]-1,1]
1 sit=1.
Exercice ALEA14.5 |
Puisque 1 — r<ost Ll R 1-Z=0,et]—2ccost =l 1-2 =1,lafonction
1. (Existence de arccos) Fy est continue. De plus, elle est d’'apres la premiére question €' sauf peut-
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

étreen —1,1. Donc Y est a densité et une densité est donnée par :
1 .
—— site]-1,1]
t »—>fY(t) = v 1-12
0 sinon.

22) >_® Ecrivons une fonction simulY() qui simule la variable Y.
from import pi,cos
import as
def simuY():
return cos(pixrd.random())
23) On applique le théoreme du transfert, puisque P (Y € [-1,1]) = 1 et elle ad-

met donc une espérance donnée par :
1 1
EX) = f xcos(mx)dx, VarX)= f x% cos(nx) dx — E (X)?
0 0
Les deux intégrales se calculant ensuite par intégration par parties. En effet,

EX) = fl xcos(mx)dx
0

) > X — X,x — Tsin(nx) sont ¢’

b1

1
f sin(mx)dx +

0

X
— sin(mx)
L 0

1 1
=2 [cos(mx)],

1 (-2
= (1-D=|—.

On procede de-méme pour la variance.

Exercice ALEA14.6 | Moments d’ordre n de lois usuelles. Aprés en avoir justifié I'exis-
tence, calculer E (X") dans les cas suivants :
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1. X—%]a,b],
2. X—=&(\),
3. X— A4(0,1).

Fonctions de variables aléatoires

Exercice ALEA114.7 | Carré lois classiques Déterminer la densité de Y = X? dans les cas
suivants :

1. X—=2(-1,1D),
2. X—=9%(-1,2]).
3. X—=A4(0,1).

Exercice ALEA14.8 | Loilog-normale Soit a > 0 et & la fonction définie par

_(n x)2
2a2

l_e
ax\/2n
0

Vx €R, h(x):{ stx >0,

sinon.
Montrer que h est une densité de probabilité.
. Soit X une variable aléatoire de densité /. Montrer que X admet une espérance,

calculer E X).
DéterminerlaloideY = 1n7x

Discret vS. Continu

Exercice ALEA14.9 | Soit A € [0, 1], et fy la fonction définie sur R par

A six€]-1,0],
VxeR, AfAx)=41-A six€]0,1],
0 sinon.
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1. Montrer que f, est une densité de probabilité. Soit X admettant f, pour densité.

2. Montrer que X admet une espérance et une variance. Les calculer.

3. Soienta > 0et N — Z(a). Soit de plus Y une variable aléatoire telle que, pour tout
k =0, 1aloi conditionnelle sachant {N = k} de Y soit a densité de densité f A ie.
pour tout intervalle I c R,

EX) = fl xf(x)dx
-1

Al

> +(1-A)

-1

P(YEIN=k)= flfﬁ. E (X?) :f_llxzﬁ(x)dx

310
=A 3| +(1-N [
A 1
31) Déterminer la fonction de répartition de Y. =37 =X 3
3.2) Endéduire que Y est a densité et donner une densité. 1
3.3) Montrer qu'il existe une unique valeur de « telle que E (Y) = 0. -3
3.4) >_® Ecrire une fonction Python qui donne une valeur approchée de o a

2
Var X) = %—(1—)\) .

eps pres, le faire tourner et donner une valeur approchée de a2 1073 pres. >

Solution (exercice ALEA14.9) [T

3. 33)

1. La fonction fy est continue sauf éventuellement en —1,0, 1, positive car A € [0, 1],
et son intégrale converge car f, est nulle en dehors de |0, 1]. De plus,

Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

2. Puisque P(X €]-1,1]) = 1, elle possede une espérance et une variance. Et

1
%2
2

0

Al 1
2 2 2

!
3

0

Pour tout t € R, k € N, commencons par calculer
t
P(Y<([N=k)= f £ (@dx.

En faisant un dessin, on se convainc des sous-cas a considérer.

» Sir<-1l,alorsP(Y<?¢IN=k)=0.

» Site]-1,0],alors

1 0 1
/f)\:f )\dx+f(1—)\)dx:)\+1—)\:1.
-1 -1 0 » Site]o,1], alors

0 t k
P(Y<t|N:k):f_1 k+1+fo k+1dx

Sit>1,alorsP(Y<tIN=k)= [ f.1 =1

Ainsi l f est une densité de probabilités. >
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t
piveaN=k)= [ o=

dx r+1

dx tk+1

Tkl

k+1
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

En résumé,

0 sit<-1,

t+1 ;

— site]-1,0],
VieR, P(Y<tN=k)={k1 ° =10

e site]0,1],

1 sinon.

Donc d’aprés la formule des probabilités totales appliquée au systéme com-
plet d’évenements {N = k}, \ : En résumé,

YR, OP(N=k)=0 sit<-1,
oco t+1 i
P(N=k site]-1,0],
VieR, P(Y<f)= foo'f;?il( ) o
o k+1P(N k) site]o,1],
YR, P(N=k)=1 sinon.

Il ne reste donc plus que deux cas.
» Site]-1,0], alors:

o0 ok

r+1
Z k+1e ﬁ

=e 0‘(t+1)Z

Fy(n) =
k

o (k+1)!
- of

e

—(t+1)Z 7i

e—a

- (e* =1

— (- 1)

-

(t+1).
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3.2)

33)

611

» Site]0,1],alors:

X tk+1 o

Fy(1) = Z =
k=0 k+1 k! thtl _ r(k+D+(=) _ 4\ 1ot
1—¢ O(k k+1 — k+1 - k+1
- Z
1)
1 fo0) (Xk+1
=e “|te*+(1-0)—- ) ——
( ( )(x ,;0 (k+ 1)!)
1
=e“ (te"‘ +(1-1)—(e*- 1))
(04

1 -
—t+(1—t)&(l—e ).

On a donc enfin obtenu la fonction de répartition cherchée :

0

1—_8_“(t+1)
VieR, PY<p={ ) .

t+(1-1)5(1-e™®)

1

sit<-1,
site]-1,0],
site]0,1],
sinon.

On vérifie ensuite que Fy est bien continue, et elle est €' en tant que somme
composée de telles fonctions, sauf éventuellement en —1,0,1. Donc Y est a

densité et une densité est donnée par :

1-e” ¢

site]-1,0],
fit—<1- sirelo 1],
0 sinon.

—Q

A _ 1l-e
On observe que ‘ Y a pour densité f avec A = =

D’apres la premiére question, on déduit que :

1-e@

E(Y)—l—
)

(04
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Ainsi Y est centrée si et seulement si

a—2+2e*=0.

Notons f : x — x — 2+ 2e”*. Elle est dérivable et f'(x) = 1—-2e™* = 0 si
et seulement si x = In2. En résolvant les inéquations associées, on trouve
que f'(x) = 0 si et seulement si x = In(2) donc f est croissante strictement
sur [In2,00[ et décroissante strictement sur ]0,In2[. Mais comme f(0) =
0, f ne peut s'annuler sur ]0,In2[, f(In2) = In2)-2+1 =1In(2) -1 < 0,
xlgl} f(x) = oo par regles usuelles sur les limites et f est continue stricte-
ment croissante sur [In2, 00[ donc réalise une bijection vers [In2 — 1,00] 3 0.

[ Il existe donc un unique o > 0 qui centre Y. l
34) >_®

import math as ma
def f(x):
return x - 2 + 2*ma.exp(-x)

def dicho(a, b, f, prec):
Retourne une valeur approchée d'un zéro de f entre a et
-~ b avec précision prec
Retourne faux si aucune racine n'existe
while b - a > prec:
c=1(+h)/2
if f(a)*f(c) <= 0:
# changement de signe sur [a,c]

b=c

else:
# pas de changement de signe sur [a,c]
a=c¢c

return (a + b)/2

Pour savoir comment initialiser la borne de droite, on peut calculer plu-
sieurs valeurs de f sur [In2, 00| et prendre la premiere qui dépasse 0.

BCPST2 @ 2021 / 2022
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>>> dicho(ma.log(2), 2, f, 10%*(-3))
1.593841884973831

Exercice ALEA410 | Discret / Continu.

1. Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle & (A). DéterminerlaloideY = [X].
2. SoitZ — % (n, %) telle que X et Z sont indépendantes — on ne demande pas dans

la suite de justifier qu'un tel Z existe.

Montrer que T = % est une variable aléatoire a densité que 'on déterminera.

Exercice ALEA14.11 | Loi normale alternée Soit X — .47(0, 1) et € une variable aléatoire
discrete indépendante de X telle que €(Q) = {+1} avec

P(EZI)Z%ZP({Z:—I).

1. DéterminerlaloideY = €X.
2. On pose Z =Y — 2X. Justifier que Z admet une espérance et une variance. Les dé-

terminer.

Solution (exercice ALEA.14.11) [

612

1. Toutd’abord, P (Y € R) = 1 et a priori on ne peut pas réduire 'ensemble des valeurs

prises. Pour calculer la fonction de répartition, appliquons la formule des proba-
bilités totales a {€ = +1} qui est un systéme complet d’événements. Soit ¢ € R,

PY<)=PQX<tle=1)PEe=1)+P(-1X<tle=-1)P(e=-1)
1 1
= ‘D(I)E + (1—<I>(—t))§

> dapres le cours ®(—t) =1 —-®(1)
=d(1).
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

DoncYamémeloiqueX,ie|Y— A(0,1).

2. Lavariable aléatoire Z = Y — 2X admet une espérance car Y et X en admette une, et
E(Z)=E(Y)-2E(X) =0}

Pour la variance, puisque Y, X ne sont clairement pas indépendantes, écrivons plu-
tot:

Z=@€-2X = Z7?=(e-2)*X%
Ainsi, par indépendance, on déduit
E(Z®)=E((e—-2)*)E(X?),
mais X — 4(0,1), donc E (X?) = Var (X) + E (X)? = 1. Alors que

E ((e-2)%) = Var (e —2) +E (e - 2)> = Var (€) + (-2) = 21%4 = g

Donc | Z admet une variance ), et

2, |2
Var(Z) == -0%=| = |
3 3

Autour des min et max

Exercice ALEA1412 | Soient X,,X, deux variables aléatoires i.i.d. de lois respectives
E(A;) et E(A,). On pose Y = min(X;,X,).

1. Montrer que Y est a densité, et en déterminer une. Reconnait-on une loi classique ?

2. Deux guichets sont ouverts dans une banque, le temps de service au premier gui-
chet (resp. au deuxieme) suit une loi exponentielle de moyenne 20 min. (resp. 30
min.). Deux clients rentrent simultanément, I'un choisit le guichet 1, et I'autre le
2. En moyenne, apres combien de temps sort le premier?
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3. Méme question mais avec le dernier.

Exercice ALEA1413 | Loi de GumBEL. Max de lois exponentielles. Soit F la fonction
définie sur Rpar F(x) = e~

¢ pour tout x € R.

. Montrer que F est la fonction de répartition d’'une variable aléatoire a densité X.

On dira que X suit une loi de GUMBEL.

. Déterminer une densité f de X.
. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes de loi

&(1).Onnote M, = max(Xy,...,X,,).
31) Etudier pour x € R,

’}in PM,, —In(n) < x).

32) >_® En déduire une fonction Python permettant de renvoyer
une simulation de X. On pourra se servir ici de la commande
np.random.exponential (1) qui permet de simuler une exponentielle
de parametre 1.

Solution (exercice ALEA14.13) |

1. Ilyadeuxchoses a montrerici:'existence dela variable aléatoire, puis le caractére

adensité. Pour I'existence, constatons que F est continue (donc continue a droite),
lim F(x) =1, lim F(x) = 0 puisque e™* T2, 0,67 "= 0. Enfin, elle est
érofgsante puijéqueoox — —e ¥ 'est et que I'exponentielle aussi. Donc il existe X
et (Q,9,P), x : QO — R de sorte que Fx = F. Enfin, X est a densité puisque F est

continue comme déja dit, et F est €', | X est donc a densité. ]

2. Et une densité est donnée par la dérivée de la fonction F :

—X -X
et _ —x-e
=e

fix—e e
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

3. 31) On calcule la probabilité demandée. Voici une simulation.
PM, —-In(n) <x)=P(M, <x+Inn) Q o >>> simu_gumbel ()
indépendance B
—P(X,<x+Inn)--P(X,<x+lnn) Lx+inn >0 au 0.1078457084394433
n moins pour n as-
= (1 - e_x_lnn) sez grand
N PR PPRRREE
(-5
n
I s'agit ensuite de trouver la limite de cette suite réelle. On commence déja  gyercice ALEA1414 | Max d’un nombre aléatoire de variables Soit N une variable
par passer a la forme exponentielle. aléatoire suivant la loi binomiale de parametres 7 et p avec n € N*, p € 10, 1[. Soient
e X \n e * X¢, Xy, ..., X,, une collection de n + 1 variables aléatoires de loi %([0, 1]). On suppose
(1 - 7) =exp (nln (1 - 7)) que X, X, ...,X,, N sont mutuellement indépendantes.
x 1
Lo EXP (n (—7 + 0(;))) 1. Soit k € {0,...,n}. Déterminer la fonction de répartition de T, =
N—oo g% min (Xg, Xy, ..., Xg)-
- 2. Onpose T = min (Xy,X;, ..., Xy)-
Donc : 21) Montrer que T est bien une variable aléatoire sur le méme espace probabilisé
sur lequel sont définies X, X;, ..., X,,, N.
VxER,]NMn—munsx)E:2+Fuw. 2.2) Montrer que T est une variable a densité et déterminer une densité de T.
32) >_®@ Ainsi, pour simuler X, on peut simuler le maximum précédent et lui  g,q cice ALEA1415 | Max de lois normales On considére deux variables aléatoires X
retrancher In(n). et Y indépendantes et suivant toutes deux la loi normale centrée réduite (de densité
. notée @ et de fonction de répartition notée ®). On pose
import as

def simu_gumbel():

n = 10%%3
Y = [np.random.exponential (1) for _
# Recherche du max
maxi = Y[O]
for i in range(1, n):

if Y[i] > maxi:

maxi = Y[i]

return maxi - np.log(n)

in range(n)]
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Z =max(X,Y)

etl'on se propose de déterminer la loi de Z, ainsi que son espérance et sa variance.

1. Montrer que Z est une variable aléatoire a densité. On exprimera sa densité f en
fonction de ¢ et ®.

2. En remarquant que, pour tout x € R, ¢'(x) = —x@(x), montrer que Z a une es-
pérance et donner savaleur. Indication : On pourra effectuer une intégration par
parties.

Solution (exercice ALEA14.15)
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Chapitre ALEA14. Variables aléatoires a densité

1. Soit x € R.

PZ<x)=P(X<x,Y<y)

indépendance
= O(x)%. Q

Donc par composition, ®* est €°,6' donc Z est a densité et une densité est don-
née par :

f:xeR—20(x)px) ).

2. Soitx € R, alors
, S S
x)=—|—e"72
(p dx2 7/ 27[
—-X x2
= e 2
V2n
-
» La variable aléatoire Z admet une espérance si et seulement si :

foo |x| (2@x)@(x))dx converge.

Commencons par étudier I'intégrale sur R*, en effectuant une intégration par
parties. Soit A > 0, alors puisque —, ® sont €" :

A A
2[0 @ (x) (x(p(x))dx:f0 2p@)e))dx + 2 [-@x)D(x) ][4

=2 fo * @?(x)dx + 2ApA)DA) (%)

Or ¢?*(x) = %e‘xz dx. Par changement de variable x = % (licite car €" stric-

. o —_— 2 A
tement croissant), f e dx a méme nature que
0

\/Efooe'”zlzdu= \/5@ =/n

0
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Donc en en faisant A — oo dans (%) (la limite du deuxiéme terme venant
des croissances comparées), puisque @ est une fonction bornée, on obtient
alors :

oo 1
2/0 @ (x) (xpx))dx = 2£ﬁ+ 0=

G-

De maniére analogue : soit B < 0, alors

0 0
2[ D(x) (x(p(x))dxzf @) pE))dx +2[-p) ()5
B B

= 2[0 @*(x) dx + 2B (B)®P(B)
B

B——o00

0
2[ @?(x)dx =

=l-

Donc l Z admet une espérance ], et

2

E(Z) =
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