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Théorèmes limites probabilistes

Résumé & Plan
Les théorèmes limites en probabilités nous seront utiles dans plusieurs
contextes. Le premier est le calcul approché de fonctions de répartitions de lois
classiques, le second est celui de la Statistique inférentielle.
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Laméthode deMONTE-CARLO est une appellation générique
pour désigner les méthodes algorithmiques permettant de
faire des calculs numériques en utilisant le hasard.
Le nom de ces méthodes fait allusion aux jeux de hasard
pratiqués à MONTE-CARLO, ce quartier de MONACO célèbre
pour son casino.

—Le saviez-vous?

Cadre
COGS

Dans tout le chapitre, et même lorsque cela n’est pas précisé, on se fixe un
espace probabilisé (Ω,𝒯,P).
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Chapitre ALEA.16. Théorèmes limites probabilistes

1. INÉGALITÉS DE CONCENTRATION

En probabilités, les inégalités de concentration sont des estimations de la probabilité
qu’une variable aléatoire s’écarte de sa moyenne, ou par complémentaire de la pro-
babilité qu’elle se concentre autour. Il en existe beaucoup, mais il vous est demandé
de connaître l’inégalité de BIENAYMÉ-TCHEBYCHEV uniquement, conséquence elle-
mêmede l’inégalité deMARKOV, auprogrammeelle aussi.Nous les appliquerons sou-
vent à une somme de variables aléatoires indépendantes afin d’estimer l’écart entre
la moyenne de 𝑛 réalisations d’une même variable aléatoire et son espérance : ce qui
nous fournira une preuve de la loi des grands nombres.

Proposition ALEA.16.1 | Inégalité de MARKOV
Si X est une variable aléatoire discrète (resp. à densité) positive possédant une
espérance, i.e.

(∑|𝑥|P(X = 𝑥))𝑥∈X(Ω) (resp. ∫
∞

−∞
||𝑡𝑓X(𝑡)||d𝑡) converge.

Alors, pour tout ε > 0, on a :

P (X ⩾ ε) ⩽
E (X)

ε
(Markov)

Attention
Ne pas oublier l’hypothèse de positivité. Par exemple, on ne peut appliquer cette
inégalité à X ↪ 𝒩(0,1), en revanche, on peut pour X2, |X| ,X4,etc..

Preuve
1. (Cas discret) PEN-FANCY

2. (Cas à densité) PEN-FANCY

Exemple 1 — Soit X ↪ ℰ(λ) avec λ > 0, et soit ε > 0.

1. Calculer précisément P (X ⩾ ε).
2. Majorer P (X ⩾ ε) à l’aide de l’inégalité de MARKOV. Commenter la précision de

cette inégalité.

PEN-FANCY
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Remarque 1.1 — L’inégalité de MARKOV est donc parfois peu précise. Son intérêt est
d’être générale et de s’appliquer pour des variables aléatoires d’espérance connue où
P (X ⩾ 𝑎) peut être difficile à calculer précisément.

Exemple 2 — Soit (Y𝑛) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. suivant une ℰ(λ)
avec λ > 1. Pour tout 𝑛 ⩾ 1 on pose X𝑛 = ∏𝑛

𝑘=1 Y𝑘. Montrer que :

∀ε > 0, P (||X𝑛
|| ⩾ ε) 𝑛⟶∞−−−−−→ 0.

PEN-FANCY

Corollaire ALEA.16.1 | Inégalité de MARKOV généralisée
Si X est une variable aléatoire discrète (resp. à densité) possédant un moment
d’ordre 𝑘, i.e.

(∑|𝑥|𝑘P(X = 𝑥))
𝑥∈X(Ω)

(resp. ∫
∞

−∞
|𝑡|𝑘 𝑓X(𝑡)d𝑡) converge.
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Alors, pour tout ε > 0, on a :

P (|X| ⩾ ε) ⩽
E (|X|𝑘)

ε𝑘
. (Markov,Géné)

Du fait de la présence de valeurs absolues, il n’y a plus besoin d’hypothèse de positi-
vité dans ce corollaire.

Preuve PEN-FANCY

Enfin, nous pouvons dans l’Eq. (Markov,Géné) pour 𝑘 = 2, faire la substitution sui-
vante :

X ⟵ X−E (X) .

En adaptant l’hypothèse nous obtenons immédiatement la proposition ci-
dessous.

Proposition ALEA.16.2 | BIENAYMÉ-TCHEBYCHEV
Si X est une variable aléatoire discrète (resp. à densité) possédant un moment
d’ordre 2, i.e.

(∑|𝑥|2P(X = 𝑥))𝑥∈X(Ω) (resp. ∫
∞

−∞
|𝑡|2 𝑓X(𝑡)d𝑡) converge.

Alors, pour tout ε > 0, on a :

P (||X−E (X)|| ⩾ ε) ⩽
Var (X)

ε2
. (BTCH)

Preuve Conséquencedirecte de la définitionde l’espérance : E ((X−E (X))2) =
Var (X) et de Eq. (Markov,Géné).

Remarque 1.2 — Notez que, comme {||X−E (X)|| > ε} ⊂ {||X−E (X)|| ⩾ ε} — puis-
qu’une inégalité stricte est large — on a aussi :

P (||X−E (X)|| > ε) ⩽ P (||X−E (X)|| ⩾ ε) ⩽
Var (X)

ε2
.

Exemple 3 — Montrer qu’il suffit de lancer un dé à six faces équilibré 27 778 fois pour
garantir avec moins de 5% d’erreur que la fréquence d’apparition du 1 sera de 1

6 à 1%

près. PEN-FANCY
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Exemple 4 — Version «asymptotique» Soit (X𝑛) une suite de variables aléatoires
réelles positives possédant toutes une variance. On suppose que :

lim
𝑛⟶∞

E (X𝑛) = μ ∈R, et lim
𝑛⟶∞

Var (X𝑛) = 0.

Montrer que :

∀ε > 0, P (||X𝑛 −μ|| ⩾ ε) 𝑛⟶∞−−−−−→ 0.

PEN-FANCY

2. THÉORÈMES LIMITES

Commençons par introduire quelques notations. Ces suites de variables aléatoires
seront étudiées plus en détail dans le chapitre de statistiques.

2.1. Moyenne et variance empirique

Définition ALEA.16.1 | Moyenne/Variance empirique
Soient X1,…,X𝑛 une famille de 𝑛 ∈N⋆ variables aléatoires réelles. On appelle :
Caret-right moyenne empirique desX𝑖 (resp. variance empirique) les variables aléatoires

réelles

X𝑛 =
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

X𝑖 (resp. σ2
𝑛 =

1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

(X𝑖 −X𝑛)2).

On appelle écart-type empirique la variable aléatoire

σ𝑛 =
(défi.)

√σ2
𝑛.

Caret-right On appelle fonction de répartition empirique des X𝑖 la fonction aléatoire
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réelle F𝑛 définie pour tout 𝑡 ∈R par :

F𝑛(𝑡) =
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝟙{X𝑖⩽𝑡}.

«Empirique» signifie «qui ne s’appuie que sur l’expérience, l’observation». Les quan-
tités dans leur version «empirique» sont donc des réels formés à partir d’observa-
tions, et proches de la vraie quantité. Le lien entre les deux est donné par la loi faible
des grands nombres que nous allons voir un peu plus tard.

Toutes les quantités probabilistes existent dans une version empirique : la fonction
de répartition, l’anti fonction de répartition, lesmoments d’ordre supérieur, etc.Nous
en donnons donc seulement quelques unes dans la définition précédente, leur inter-
prétation est la suivante :

Caret-right X𝑛 correspondant à la moyenne statistique des observations X1,…,X𝑛, σ2
𝑛,σ𝑛 à

leur variance et écart-type.
Caret-right Par ailleurs, pour tout 𝑡 ∈ R, F𝑛(𝑡) est la proportion des X1,…,X𝑛 qui sont infé-

rieures ou égales à 𝑡.

Proposition ALEA.16.3 | Version KÖNIG-HUYGENS
Soient X1,…,X𝑛 une famille de 𝑛 ∈N⋆ variables aléatoires réelles. Alors :

σ2
𝑛 =

1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

X2
𝑖 −X𝑛

2.

Preuve (Point clef — Développer le carré (comme pour toute formule type
KÖNIG-HUYGENS))

σ2
𝑛 =

1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

(X𝑖 −X𝑛)2

=
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

(X2
𝑖 +X𝑛

2 −2X𝑖X𝑛)

=
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

X2
𝑖 +

1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

X𝑛
2 −2

X𝑛

𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

X𝑖

=
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

X2
𝑖 +X𝑛

2 −2X𝑛
2 =

1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

X2
𝑖 −X𝑛

2.

développement du carré

linéarité de la somme

NotationΣ
Nous noterons dans la suite aussi parfois S𝑛 = X1 +…+X𝑛 la somme partielle
pour tout 𝑛 ∈N⋆.

2.2. Loi faible des grands nombres

La loi faible des grands nombres donne une réponse générale à la question suivante :
est-ce que lamoyenne empirique est proche de l’espérance de la loi commune, si elle
existe? La réponseest oui.Nousénonçons, conformément auprogramme, la loi faible
des grands nombres qui requiert l’existence d’une variance mais on peut s’en passer
et exiger seulement l’existence d’une espérance (on parle de «loi forte», en revanche
la démonstration est beaucoup plus difficile).

C’est à Jacques BERNOULLI que l’on doit le premier énoncé de la loi des grands
nombres ; il apparait dans son ouvrageArs Conjectandi publié en 1713, huit ans après
samort. Il avait pour cadre le jeu du pile ou face (schémade BERNOULLI). Le terme de
«loi des grandsnombres» est lui dû àPOISSON. Ce terme juridique est àmettre en rap-
port avec le titre de l’ouvrage dans lequel il l’introduit, Recherches sur les probabilités
des jugements, paru en 1837.Denombreuxmathématiciens ont ensuite généralisé les
énoncés de BERNOULLI et POISSON, citons notamment KOLMOGOROV etTCHEBYCHEV.
L’idée de moyenner des résultats et de constater que cette moyenne est proche d’une
valeur commune lorsque l’on augmente le nombre de simulations est quant à elle
très ancienne, avantmême l’apparition du formalisme des probabilités actuellement
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utilisé — le chemin fut long à parcourir pour arriver aux énoncés ci-après.

Théorème ALEA.16.1 | Loi faible des grands nombres, version espérance
Soit (X𝑛) une suite de variables aléatoires réelles
Caret-right i.i.d.,1

Caret-right et possédant toutes une variance commune σ2 = Var (X1). On note alors μ =
E (X1).

Alors :

∀ε > 0, P (||X𝑛 −μ|| ⩾ ε) 𝑛⟶∞−−−−−→ 0.

On dit que la suite (X𝑛) converge en probabilité vers μ.

Preuve PEN-FANCY

1On rappelle que cela signifie qu’elles sont indépendantes, et qu’elles suivent la même loi

Corollaire ALEA.16.2 | Loi faible des grands nombres, version probabilité
Soit A ∈ 𝒯 un évènement, et (A𝑛)𝑛 une suite d’évènements de 𝒯 telle que les
variables aléatoires (𝟙A𝑛 ) soient i.i.d. et aient même loi que 𝟙A. Alors :

∀ε > 0, P
⎛
⎜⎜
⎝

||||||||

𝑛
∑
𝑖=1

𝟙A𝑖

𝑛
−P (A)

||||||||

⩾ ε
⎞
⎟⎟
⎠

𝑛⟶∞−−−−−→ 0.

Remarque 2.1 — Interpréation Pour estimer par simulation une probabilité P (A),
on simule un grand nombre 𝑛 de fois l’expérience aléatoire associée, et la proportion
de fois sur ces 𝑛 simulations où cet évènement s’est réalisé, i.e.

∑𝑛
𝑖=1 𝟙A𝑖
𝑛

est alors une bonne approximation de P (A) .

Preuve PEN-FANCY
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Exemple 5 — Soit un dé à six faces équilibré. On le lance 10 fois et on note E l’évène-
ment «on aobtenu aumoins 7 entiers pairs sur les 10 lancers». Créer un script Python
permettant d’estimer P (E). PEN-FANCY

Exemple 6 — Approximation de π Soient deux variables aléatoires X1,X2 ↪ 𝒰[0,1]
i.i.d.. On pose R = X2

1 +X2
2. On admet la convergence et la valeur de

∀𝑧 ∈]0,1[, I𝑧 = ∫
𝑧

0

1
√𝑥(𝑧−𝑥)

d𝑥 = π.

1. Estimer, à l’aide de Python, la valeur de la probabilité P (R ⩽ 1) = P (X2
1 +X2

2 ⩽ 1).

PEN-FANCY

2. À votre avis, que vaut P (R ⩽ 1)? Le montrer, et l’expliquer sur un dessin.

PEN-FANCY
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On peut appliquer le corollaire précédent à l’évènement A = {X ⩽ 𝑥} pour toute va-
riable aléatoire X et 𝑥 ∈ R, on en déduit alors une valeur approchée de la fonction de
répartition de X notée FX, à l’aide de la fonction de répartition empirique :

Corollaire ALEA.16.3 | Loi faible des grands nombres, version fonction de répar-
tition

Soit X une variable aléatoire réelle et (X𝑛) une suite i.i.d. de variables aléatoires
de même loi que X. Alors :

∀𝑥 ∈R, ∀ε > 0, P (||F𝑛(𝑥)−FX(𝑥)|| ⩾ ε) 𝑛⟶∞−−−−−→ 0.2

Remarque 2.2 — Interpréation Pour estimer par simulation la valeur d’une fonc-
tion de répartition en un point 𝑥 i.e. FX(𝑥), on simule un grand nombre 𝑛 de fois la
variable aléatoire X, et la proportion de fois sur ces 𝑛 simulations où X𝑖 ⩽ 𝑥, i.e.

∑𝑛
𝑖=1 𝟙{X𝑖⩽𝑥}

𝑛
est alors une bonne approximation de FX(𝑥).

Preuve PEN-FANCY

Exemple 7 — Une usine fabrique 1000 moteurs par jour, la probabilité qu’un moteur
donné sortant de l’usine soit défectueux est 0.01, les pannes étant indépendantes.
Créer un script Python permettant d’estimer la probabilité qu’au plus 50 moteurs
soient en panne en une journée. PEN-FANCY

2On peut faire mieux que cette convergence, c’est le résultat du théorème de GLIVENKO-CANTELLI, qui
est hors-programme.
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On résume tout ceci dans la méthode suivante, très importante en pratique, car elle
permet d’obtenir des valeurs approchées de quantités probabilistes à l’aide de simu-
lation.

Méthode TERMINALPython Approcher une espérance (ou une probabilité) par simulation
WRENCH

Soient X,X1,…,X𝑛 une suite i.i.d. d’espérance μ, et admettant une variance.
Alors :
1. X𝑛 ≈ μ pour 𝑛 assez grand, et X𝑛 s’obtient en simulant un grand nombre de

fois la loi commune aux X𝑖, 𝑖 ∈ J1 , 𝑛K.
2. (Pour l’espérance)

E (X) ≈ X𝑛 =

𝑛
∑
𝑖=1

X𝑖

𝑛
, 𝑛 assez grand.

On forme la moyenne de simulations X𝑖. Si cette moyenne ne semble pas
converger, alors X n’a probablement pas d’espérance.

3. (Pour une probabilité/fonction de répartition) Soit I un intervalle de R.
Alors comme P (X ∈ I) = E (𝟙{X∈I}), on peut utiliser 1) pour approcher la proba-
bilité :

P (X ∈ I) ≈

𝑛
∑
𝑖=1

𝟙{X𝑖∈I}

𝑛
, 𝑛 assez grand.

On compte le nombre de simulationsX𝑖 dans I et on renvoie lamoyenne. Pour
obtenir une approximation de FX(𝑥), on compte le nombre de simulations «⩽
𝑥».

Constater la convergence de la loi faible des grands nombres

Rappelons que X𝑛 = 1
𝑛 (X1 +…+X𝑛). Cherchons une relation de récurrence sur

X𝑛 :

X𝑛 =
1
𝑛

(X1 +…+X𝑛) =
1
𝑛

(X1 +…+X𝑛−1)+
X𝑛

𝑛

=
𝑛−1

𝑛
1

𝑛−1
(X1 +…+X𝑛−1)+

X𝑛

𝑛

=
𝑛−1

𝑛
X𝑛−1⎵⎵⎵

déjà simulé

+
X𝑛

𝑛⎵
à simuler

.
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Cette relation permet donc de conserver la trajectoire déjà simulée pour ajouter
un nouveau point sur le graphe. Voyons cela sur un exemple.

def LFGN_Binomiale(N, n, p):
"""
Trace la moyenne empirique
N : nb de simulations
n,p : paramètres de la binomiale
"""
X_bar = np.random.binomial(n, p) # simu d'une B(n,p)
L = [X_bar]
for k in range(2, N+1):

X_bar = ((k-1)/k)*X_bar + np.random.binomial(n, p)/k
L.append(X_bar)

plt.plot(L)
return L

LFGN_Binomiale(100, 20, 0.6)

0 20 40 60 80 100

11.0

11.5

12.0

12.5

13.0

13.5

On constate bien une convergence vers 0,6×20 = 12.

Méthode de Monte-Carlo pour l’approximation d’intégrales La loi des grands
nombres, dans le cas des variables à densité, nous donne un moyen d’estimer une

intégrale de fonction continue. Voyons comment.

Proposition ALEA.16.4 | Méthode deMONTE-CARLO
Soit 𝑓 ∶ [0,1] ⟶ R une fonction continue sauf en un nombre fini de points telle
que :

I = ∫
1

0
𝑓(𝑡)d𝑡 et ∫

1

0
𝑓(𝑡)2 d𝑡 convergent absolument.

Notons X𝑖 = 𝑓(U𝑖) pour tout 𝑖 ∈N, avec (U𝑖)𝑖 suite i.i.d. de variables aléatoires de
loi commune 𝒰[0,1]. On note X𝑛 = ∑𝑛

𝑖=1X𝑖
𝑛 = ∑𝑛

𝑖=1 𝑓(U𝑖)
𝑛 pour tout 𝑛 ∈N⋆. Alors :

1. les X𝑖 admettent toutes une espérance égale à I = ∫
1

0
𝑓(𝑡)d𝑡 et elles sont indé-

pendantes.
2. Pour tout ε > 0, P (||X𝑛 −I|| ⩾ ε) 𝑛⟶∞−−−−−→ 0. Par conséquent, X𝑛 est une bonne

approximation de I.

Cette méthode probabiliste d’approximation d’intégrale vient donc s’ajouter à celles
déjà connues : rectangle gauche ou droite, trapaèzes (méthodes analytiques). La mé-
thode peut s’adapter à d’autres types d’intégrales sur d’autres segments que [0,1].

Preuve
1. PEN-FANCY

2. PEN-FANCY
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Exemple 8 — On peut déterminer une valeur approchée de I = ∫
1

0
𝑡2 d𝑡 à l’aide de

Python, on fixera un grand nombre N = 103 simulations. Bien sûr, dans ce cas on sait
même calculer l’intégrale qui vaut I = 1

3 .

def f(t):
return t**2

# Monté-Carlo
def monte_Carlo(f, N):

X_bar = 0
for _ in range(N):

X_bar += f(rd.random())
return X_bar/N

On peut ensuite tester et comparer avec par exemple la méthode des rectangles
à gauche.

>>> monte_Carlo(f, 10**3)
0.3296516150530129
>>> rectangle_RG(f, 0, 1, 10**3)
0.33283349999999995

2.3. Loi limite de la centrée/réduite : le théorème central limite

Le théorème qui suit est dû, dans sa première démonstration pour les lois de BER-
NOULLI, à Pierre-SimonDELAPLACE, dans sonpremier énoncé àAbrahamdeMOIVRE,
et est probablement le résultat le plus remarquable du cours de cette année. En effet,
il expliquequebeaucoupdedistributions (i.e.d’histogrammes) croisésdans lanature
ressemble à une courbe «en cloche», l’aspect remarquable est son hypothèse univer-
selle. En effet, peu importe la loi donnée en entrée (discrète, à densité ou même ni
l’un ni l’autre), la centrée réduite d’une moyenne empirique se rapprochera toujours

d’une gaussienne standard. Voyons cela plus en détail.

Soit (X𝑛) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d., et possédant toutes une va-
riance commune σ2 = Var (X1). On note alors μ = E (X1). Rappelons que la version
centrée/réduite de X𝑛 = X1+⋯+X𝑛

𝑛 , est par définition

X𝑛
⋆ =

X𝑛 −E (X𝑛)

√Var (X𝑛)

=
X𝑛 −μ

√𝑛σ2/𝑛2

=
X𝑛 −μ

σ
√𝑛

= √𝑛
X𝑛 −μ

σ
.

linéarité de l’espérance, et indépendance de X1,…,X𝑛

Alors que la version centrée/réduite de S𝑛 = X1 +…+X𝑛, est par définition :

PEN-FANCY
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Alors, le théorème central limite, que nous allons énoncer, prétend que la loi de X𝑛
⋆

est «très proche» d’une 𝒩(0,1) lorsque 𝑛 ⟶ ∞. Énonçons le résultat complet.

Théorème ALEA.16.2 | Théorème central limite, version convergence en loi
Soit (X𝑛) une suite de variables aléatoires réelles

i.i.d., et possédant toutes une variance commune σ2 = Var (X1).
On note alors μ = E (X1). Alors :

X𝑛
⋆ =

X𝑛 −μ
σ
√𝑛

=
S𝑛 −𝑛μ
√𝑛σ

= S⋆𝑛

converge en loi vers une loi normale centrée réduite, i.e. pour tout (𝑎,𝑏) ∈ (R∪
{±∞})2,𝑎 ≠ 𝑏,

P(𝑎 ⩽ √𝑛
X𝑛 −μ

σ
⩽ 𝑏) = P(𝑎 ⩽

S𝑛 −𝑛μ
√𝑛σ

⩽ 𝑏)

𝑛⟶∞−−−−−→
1

√2π
∫
𝑏

𝑎
e−

𝑡2
2 d𝑡 = Φ(𝑏)−Φ(𝑎).

Le résultat est admis. Vous pouvez, au choix, appliquer ce théorème à la centrée-
réduite de la moyenne empirique, ou la somme partielle. L’essentiel étant de savoir
calculer sans erreur l’une ou l’autre des ces centrée-réduites.

Remarque 2.3 —

1. La convergence en loi précisée plus haut est en fait équivalente à la convergence
des fonctions de répartition en tout point 𝑥 de R :

∀𝑥 ∈R FX𝑛⋆ (𝑥) 𝑛⟶∞−−−−−→ F(𝑥) =
1

√2π
∫
𝑥

−∞
e−

𝑡2
2 d𝑡.

2. Le point remarquable de ce théorème est son universalité : peu importe la loi en
entrée de (X𝑛) — continue ou même discrète ! — on a convergence en loi vers une
𝒩(0,1). Ce fait explique que dans beaucoup de contextes nous obtenons des his-
togrammes en forme de «cloche».

Constater la convergence du théorème central limite

Étant donné que le résultat du théorème central limite est une convergence en
loi, i.e. un «rapprochement des histogrammes» lorsque 𝑛 devient grand, on :
1. commence par créer un tableau contenant des simulations de la centrée ré-

duite de la loi étudiée.
2. On regroupe ces simulations en classes puis on trace l’histogramme : cela est

fait automatiquement avec la commande plt.hist où l’on spécifie notam-
ment le nombre de classes souhaité dans l’histogramme.

3. On superpose ce graphique avec celui de la densité de la 𝒩(0,1), les deux de-
vant être assez proches d’après le théorème central limite.

On réalise les simulations pour l’uniforme sur [0,1] d’espérance 1
2 et variance 1

12 .

import random as rd
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def unif_star(n):
"""
retourne une simulation de la centrée réduite de Sn pour
l'uniforme↪

"""
S = 0
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for _ in range(n):
S += rd.random()

return np.sqrt(n)*(S/n-1/2)/np.sqrt(1/12)

def TCL_Unif(c, N, n):
X_star = np.zeros(N)
for i in range(N):

X_star[i] = unif_star(n)
plt.hist(X_star, bins=c, density=True)
x = np.linspace(-5, 5, 10**3)
y = np.exp(-x**2/2)/np.sqrt(2*np.pi)
plt.plot(x, y)

TCL_Unif(10,1000,100)
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Corollaire ALEA.16.4 | Théorème central limite, version «approximation»
Soit (X𝑛) une suite de variables aléatoires réelles

i.i.d., et possédant toutes une variance commune σ2 = Var (X1).
On note alors μ = E (X1). Alors pour tout (𝑎,𝑏) ∈ (R∪{±∞})2,𝑎 ≠ 𝑏,

P (𝑎 ⩽ X𝑛 ⩽ 𝑏) ≈
𝑛⟶∞ ∫

𝑏

𝑎
φμ, σ2𝑛

, P (𝑎 ⩽ S𝑛 ⩽ 𝑏) ≈
𝑛⟶∞ ∫

𝑏

𝑎
φ𝑛μ,𝑛σ2 .

Autrement dit, pour 𝑛 assez grand,
Caret-right la loi de X𝑛 est «proche de» 𝒩(μ, σ

2

𝑛 ).
Caret-right la loi de S𝑛 est «proche de» 𝒩(𝑛μ,𝑛σ2).

Attention

Cela n’a pas de sens de dire directement que X𝑛 converge en loi vers une
𝒩(μ, σ

2

𝑛 ), tout simplement car les paramètres de la loi normale dépendent de 𝑛.
On se contentera d’une notation vague «≈»3 et de préciser sous quelle condition
elle est valide.

Méthode Pour retenir l’approximation de X𝑛 par une loi normale
WRENCH

Penser aux paramètres : E (X𝑛) = μ, Var (X𝑛) = σ2
𝑛 , «à la limite» on obtient une

loi 𝒩(μ, σ
2

𝑛 ) de mêmes paramètres.

Preuve (Point clef — Stabilité de la loi normale)
Nous avons pour tout 𝑛 ∈  N⋆ :

X𝑛
⋆ = √𝑛

X𝑛 −μ
σ

⟺ X𝑛 =
σ

√𝑛
X𝑛

⋆ +μ.

PEN-FANCY

Nous avons pour tout 𝑛 ∈  N⋆ :

S⋆𝑛 =
S𝑛 −𝑛μ
σ√𝑛

⟺ S𝑛 = σ√𝑛S⋆𝑛 +𝑛μ.

PEN-FANCY

3Bien sûr, ce symbole n’a aucune légitimité mathématique.
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Exemple 9 — Chaque année, M. Durand effectue 2 fois par jour, 5 jours par semaine
et pendant 46 semaines, un trajet en voiture dont la durée est une variable aléatoire
réelle X qui suit une loi d’espérance 45 min et d’écart type 10 min. On suppose que
les durées des trajets sont mutuellement indépendantes. Estimer la probabilité pour
queM.Durand passe aumoins 350 heures dans sa voiture au cours de l’année. PEN-FANCY

Exemple 10 — Unemontre fait une erreur relative d’auplus unedemi-minute par jour,
et que l’erreur commise est uniforme.Déterminer la probabilité que l’erreur commise
au bout d’une année non bissextile soit inférieure ou égale à un quart d’heure. PEN-FANCY
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Exemple 11 — Soit𝑘 ∈N∗, etX𝑘 ↪ 𝒰[0,1] telle que (X𝑘)𝑘∈N⋆ soit une suite i.i.d.. Quelle
est la limite de P (𝑛2 −√𝑛 < S𝑛 < 𝑛

2 +√𝑛) quand 𝑛 ⟶ +∞? PEN-FANCY

La seconde forme du théorème central limite consiste en la modification suivante :
on peut remplacer σ par sa version empirique, la convergence est alors maintenue.
Cette substitution paraît pour le moment anecdotique, mais elle sera d’importance
capitale en statistiques. On admet ce résultat également.

Théorème ALEA.16.3 | Théorème central limite en approchant la variance
Soit (X𝑛) une suite de variables aléatoires réelles

i.i.d., et possédant toutes une variance commune σ2 = Var (X1).
On note alors μ = E (X1). Alors X𝑛−μ

σ𝑛
√𝑛

converge en loi vers une loi normale centrée

réduite, i.e. pour tous (𝑎,𝑏) ∈ (R∪{±∞})2, 𝑎 ≠ 𝑏,

P(𝑎 ⩽ √𝑛
X𝑛 −μ

σ𝑛
⩽ 𝑏) = P(𝑎 ⩽

S𝑛 −𝑛μ
√𝑛σ𝑛

⩽ 𝑏)

𝑛⟶∞−−−−−→
1

√2π
∫
𝑏

𝑎
e−

𝑡2
2 d𝑡 = Φ(𝑏)−Φ(𝑎).

Remarque 2.4 — Cette substitution par σ𝑛 est en fait une conséquence d’une pro-
priété plus générale de la convergence en loi, appelée « lemme de SLUTSKY».
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3. APPROXIMATIONS DE LOIS

Nous allons à présent appliquer les théorèmes limites vus précédemment pour ap-
procher des lois usuelles par d’autres lois.

3.1. Conséquences du théorème central limite

Commençons avec deux applications directes du théorème central limite.

Proposition ALEA.16.5 | Approximation ℬ(𝑛,𝑝) ≈ 𝒩(𝑛𝑝,𝑛𝑝(1−𝑝)) (MOIVRE-
LAPLACE)

Si X1,…,X𝑛 sont i.i.d. de loi ℬ(𝑝), alors :

1. S𝑛 =
𝑛
∑
𝑘=1

X𝑘 ↪ ℬ(𝑛,𝑝), et

2. S⋆𝑛 = S𝑛−𝑛𝑝
√𝑛𝑝(1−𝑝)

loi−−−−−→
𝑛⟶∞

𝒩(0,1). Autrement dit, pour 𝑛 assez grand, la loi de S𝑛
est «proche de» 𝒩(𝑛𝑝,𝑛𝑝(1−𝑝)).

Attention
Cela n’a pas de sens de dire directement que S⋆𝑛 converge en loi vers une
𝒩(𝑛𝑝,𝑛𝑝(1 − 𝑝)), tout simplement car les paramètres de la loi normale dé-
pendent de 𝑛.

Méthode Pour retenir l’a pproximation de la loi binomiale par la normale
WRENCH

Penser aux paramètres :E (S𝑛) = 𝑛𝑝,Var (S𝑛) = 𝑛𝑝(1−𝑝), «à la limite» on obtient
une loi 𝒩(𝑛𝑝,𝑛𝑝(1−𝑝)) qui a même espérance/variance que S𝑛.

Remarque 3.1 — Validité On considère en pratique cette approximation comme sa-
tisfaisante dès que

𝑛 ⩾ 30, 𝑛𝑝 ⩾ 15, 𝑛𝑝(1−𝑝) ⩾ 5.

Preuve PEN-FANCY

Exemple 12 — Cas deℬ(40,0.5) et «correction de continuité» Soit X ↪ ℬ(40,0.5).

1. Par quelle loi normale peut-on approcher la loi de X? PEN-FANCY Nous sommes dans les
conditions d’approximation de MOIVRE-LAPLACE : X est une somme de 𝑛 = 40 ⩾ 30
variables de BERNOULLI et 𝑛

2 = 20 ⩾ 5. On peut donc approcher la loi de X par une
𝒩(20,10).

2. En déduire une valeur approchée de P(17 ≤ X < 25). PEN-FANCY On obtient ainsi P(17 ⩽

X < 25) = P(17 ⩽ X ⩽ 24) = P( −3
√10

⩽ X−20
√10

⩽ 4
√10

) ≈ 4Φ(1,26)−Φ(−0,95) ≈ 0.72.

3. Comment utiliser cette approximation pour estimer P(X = 20)? PEN-FANCY Si on ap-
proche P(X = 20) par la même probabilité mais pour une loi normale, on trouve
zéro (on rappelle que les lois à densité n’ont pas d’atome). On modifie donc un petit
peu la probabilité de départ : notons

P(X = 20) ≈ P(19,5 ⩽ X ⩽ 20,5) ≈ P(−0,5/√10 ⩽ X−20 ⩽ 0,5/√10)

= Φ(0,5/√10)−(−0,5/√10) ≈ 0.126.

Cette opération que l’on vient de réaliser est généralement appelée «correction de
continuité».

4Vous constaterez qu’ici on s’est directement ramené au théorème central limite en centrant et rédui-
sant. Il n’est donc pas forcément utilise d’apprendre par coeur la proposition précédente
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Faisons de-même mais cette fois-ci pour la loi de POISSON.

Proposition ALEA.16.6 | Approximation 𝒫(λ) ≈ 𝒩(𝑛λ,𝑛λ)
Si X1,…,X𝑛 i.i.d. de loi 𝒫(λ) avec λ > 0, alors :

1. S𝑛 =
𝑛
∑
𝑘=1

X𝑘 ↪ 𝒫(𝑛λ), et

2. S⋆𝑛 = S𝑛−𝑛λ
√𝑛λ

loi−−−−−→
𝑛⟶∞

𝒩(0,1). Autrement dit, pour 𝑛 assez grand, la loi de S𝑛 est
«proche de» 𝒩(𝑛λ,𝑛λ).

Remarque 3.2 — Validité On considère en pratique cette approximation comme
satisfaisante dès que

𝑛λ ⩾ 15.

Remarque 3.3 — Cas 𝑛 = 1 Le résultat précédent permet donc d’affirmer que 𝒫(λ)
est proche de 𝒩(λ,λ) dès lors que

λ ⩾ 15.

Preuve PEN-FANCY

Attention
Cela n’a pas de sens de dire directement que S⋆𝑛 converge en loi vers une
𝒩(𝑛λ,𝑛λ), tout simplement car les paramètres de la loi normale dépendent de
𝑛.

Méthode Pour retenir l’approximation de la loi de Poisson par la normale
WRENCH

Penser aux paramètres : E (S𝑛) = 𝑛λ, Var (S𝑛) = 𝑛λ, «à la limite» on obtient une
loi 𝒩(𝑛λ,𝑛λ) de même espérance/variance que S𝑛.

3.2. Conséquences de calculs directs

Pour terminer ce chapitre, nous établissons deux autres résultats de convergence to-
talement indépendants des théorèmes limites.

Proposition ALEA.16.7 | Approximation ℋ(N,𝑛,𝑝) ≈ ℬ(𝑛,𝑝)
Soient 𝑝 ∈]0,1[ et 𝑛 ∈N. On pose 𝑞 = 1−𝑝. Alors pour N ⩾ 𝑛, tel que N𝑝 ∈N, soit
XN ↪ ℋ(N,𝑛,𝑝). Alors pour tout 𝑘 ∈ J0 , 𝑛K,

lim
N⟶+∞
N∈N,N𝑝∈N

P(XN = 𝑘) = (
𝑛
𝑘
)𝑝𝑘(1−𝑝)𝑛−𝑘.

En particulier, la loi ℋ(N,𝑛,𝑝) est «proche de» la loi ℬ(𝑛,𝑝).

Remarque 3.4 — Validité On considère en pratique cette approximation comme
satisfaisante dès que

N ⩾ 10𝑛.

Remarque 3.5 — Comment expliquer ce résultat sans calculs? Si le nombre
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Preuve Soit 𝑖 ∈N. RappelonsqueP(X𝑖 = 𝑘) = (N𝑝𝑘 )( N𝑞
𝑛−𝑘)

(N𝑛)
pour tout𝑘 ∈ X𝑖(Ω). Alors :

(N𝑝𝑘 )( N𝑞𝑛−𝑘)

(N𝑛)

=
(N𝑝)!

𝑘!(N𝑝−𝑘)!
(N𝑞)!

(𝑛−𝑘)!(N𝑞−𝑛+𝑘)!
N!

𝑛!(N−𝑛)!

=
𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)!
(N𝑝)!

(N𝑝−𝑘)!
(N𝑞)!

(N𝑞−𝑛+𝑘)!
(N−𝑛)!

N!

= (
𝑛
𝑘
)
(N𝑝)…(N𝑝−𝑘+1)

1
(N𝑞)…(N𝑞−𝑛+𝑘+1)

1
1

(N)…(N−𝑛+1)
.

La deuxième fraction apparaît comme un quotient de deux polynômes en N : le nu-
mérateur est un polynômede degré𝑛 de coefficient dominant𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘N𝑛, le second

de degré 𝑛 de coefficient dominant N𝑛. PEN-FANCY

Proposition ALEA.16.8 | Approximation 𝒫(λ) ≈ ℬ(𝑛, λ𝑛 )

Soit λ ∈R+⋆, et Y𝑛 ↪ ℬ(𝑛, λ𝑛 ). Alors :

∀𝑘 ∈N, lim
𝑛⟶∞

P(Y𝑛 = 𝑘) =
λ𝑘

𝑘!
e−λ.

Remarque 3.6 — Validité On considère en pratique cette approximation comme
satisfaisante dès que

𝑛 ⩾ 30,
λ
𝑛

⩽ 0,01.

Remarque 3.7 — Interprétation de la loi de POISSON : évènements rares Lorsque

𝑛 est très grand, le résultat précédent nous apprend que

ℬ(𝑛,
λ
𝑛

) est proche de 𝒫(λ).

Mais le paramètre λ
𝑛 est alors très petit, donc 𝒫(λ) correspondrait alors approxima-

tivement à un nombre de succès survenus dans un intervalle très grand J0 , 𝑛K, mais
avec une probabilité de succès λ

𝑛 extrêmement faible. C’est pour cette raison que l’on
qualifie parfois la loi de POISSON de «loi des évènements rares».

Preuve Montrons tout d’abord que : lim
𝑛⟶∞

(1− λ
𝑛 )

𝑛
= e−λ. PEN-FANCY

On peut ensuite conclure : PEN-FANCY

Approximation de la loi de Poisson

import scipy.special

def binom(n, k):
"""
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(n : int, k : int) -> renvoie le coefficient binomial k parmi
n↪

"""
if k > n:

return 0
else:

return scipy.special.binom(n, k)

lamba = 10
def rep_Hist_Bin(n):

"""
trace l'histo de B(n,lamba/n) à n fixé
"""
p = lamba/n
Support = np.arange(0,n+1,1)
Loi = np.zeros(len(Support))
for k in range(len(Support)):

Loi[k] = binom(n, k)*(p**k)*((1-p)**(n-k))
plt.bar(Support, Loi , color='r')

def rep_Hist_Poiss():
"""
trace l'histo de P(lamba) tronquée à 50
"""
N = 50 # Troncature du support
Support = np.arange(1,N+1,1)
Loi = np.zeros(len(Support))
for k in range(len(Support)):

Loi[k] = lamba**k/ma.factorial(k)*np.exp(-lamba)
plt.bar(Support, Loi)

n = 50
rep_Hist_Bin(n)
rep_Hist_Poiss()
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n = 200
rep_Hist_Bin(n)
rep_Hist_Poiss()
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Pour 𝑛 = 200, nous voyons que les distributions sont déjà extrêmement proches.

Exemple 13 — Sur une autoroute la proportion de camions par rapport à l’ensemble
des véhicules est 0.07.

1. SoitX le nombrede camionsparmi 100 véhicules choisis auhasard. CalculerP(X ≥
5). PEN-FANCY Il s’agit ici de calculer la probabilité P(X ⩾ 5) avec X ↪ ℬ(100,0,07). Nous
sommes dans les conditions d’application de la proposition précédente : 𝑛 = 100 ⩾
30, 𝑝 = 0,07 ⩽ 0,1 et 𝑛𝑝 = 7 ⩽ 15. Ainsi on approche cette loi par 𝒫(100×0,07) =
𝒫(7). Donc :

P(X ⩾ 5) ≈
∞
∑
𝑘=5

e−7
7𝑘

𝑘!

= 1−e−7
4
∑
𝑘=0

7𝑘

𝑘!
≈ 0,827 .

2. Soit Y le nombre de camions parmi 1000 véhicules. Calculer P(65 ≤ Y ≤ 75). PEN-FANCY
Cette fois-ci on souhaite approcher une ℬ(1000,0,07). Comme 𝑛𝑝 ⩾ 15, la bonne
approximation à utiliser est plutôt celle deMOIVRE-LAPLACE (vérifier pour cela l’en-
semble des conditions : 1000×0,07 = 70 ⩾ 15, 70×0,93 = 64, et 1 > 4).On approche
donc par la loi 𝒩(70,65.1). Ainsi :

P(65 ⩽ Y ⩽ 75) = P((−5)/√65,1 ⩽ (Y−70)/√65,1 ⩽ 5/√65,1)

= Φ(5/√65,1)−Φ((−5)/√65,1) ≈ 0,5 .
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3. On choisit 𝑛 véhicules au hasard. Déterminer pour quelles valeurs de 𝑛 on peut
affirmer que la proportion des camions parmi ces véhicules est comprise entre
0.06 et 0.08 avec un risque d’erreur inférieur à 0.05. PEN-FANCY Cette fois-ci le nombre de
camions est S𝑛 avec S𝑛 ↪ ℬ(𝑛,0,07), la proportion des camions est alors S𝑛

𝑛 .
On cherche donc 𝑛 tel que

P(
||||
S𝑛
𝑛

−0,07
|||| ⩾ 0,01) = 0,05.

Sous les conditions d’application de l’approximation de MOIVRE-LAPLACE, i.e. 𝑛 ⩾
30,0,07𝑛 ⩾ 15 et 0,07×0,93×𝑛 > 5, i.e.𝑛 ⩾ 215, nous pouvons approcher la loi de
S𝑛
𝑛 par 𝒩(0,07, 0,651𝑛 ). La loi de S𝑛

𝑛 −0,07 est, d’après les propriétés de stabilité de la

loi normale une 𝒩(0, 0,651𝑛 ). Ainsi, puisque Var ( S𝑛𝑛 ) = 0,651
𝑛 :

P(
||||
S𝑛
𝑛

−0,07
|||| ⩾ 0,01) = P(√

𝑛
0,651

||||
S𝑛
𝑛

−0,07
|||| ⩾ √

𝑛
0,651

0,01)

≈ 2(1−Φ(
√𝑛

√651
))

≈ 0,05

si et seulement si Φ( √𝑛
√651

) ≈ 0,975. On trouve avec la table : √𝑛
√651

≈ 1,96, soit 𝑛 ≈
2501 ⩾ 90, qui est confirme donc l’approximation deMOIVRE-LAPLACE réalisée plus
haut. Rappelons également que pour trouver 𝑛 on aurait pu utiliser la commande
norm.ppf(0.975) (fonction inverse de Φ) qui renvoie 1.959963984540054).

Résumé Bilan des approximations de lois
♥

Loi Proche de Validité

Loi ℬ(𝑛,𝑝) 𝒩(𝑛𝑝,𝑛𝑝(1−𝑝)) 𝑛 ⩾ 30, 𝑛𝑝 ⩾ 15, 𝑛𝑝(1−𝑝) ⩾ 5,

Loi 𝒫(λ) 𝒩(𝑛λ,√𝑛λ) 𝑛λ ⩾ 15,

Loi ℋ(N,𝑛,𝑝) ℬ(𝑛,𝑝) N ⩾ 10𝑛,

Loi ℬ(𝑛,λ/𝑛) 𝒫(λ) 𝑛 ⩾ 30, λ
𝑛 ⩽ 0,01.

♥ Rassurez-vous, les critères de validité sont généralement rappelés s’il y en a be-
soin dans un sujet.
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ANNEXE – TABLE DE VALEURS DE LA𝒩(0,1)

Méthode Lecture d’une table
WRENCH

Si l’on souhaite avoir, par exemple, Φ(0,96), on :
1. se place sur la ligne «0.9»,
2. se place ensuite sur la colonne «0.06».
3. On obtient alors la valeur désirée.

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.090

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359

0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753

0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141

0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517

0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224

0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549

0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852

0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133

0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621

1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830

1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015

1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177

1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441

1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
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1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633

1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706

1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767

2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817

2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857

2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890

2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916

2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936

2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952

2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964

2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974

2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981

2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986

3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990

3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993

3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995

3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997

3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998

3.5 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998

3.6 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.7 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.8 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999

3.9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Φ(𝑥) = P(X ≤ 𝑥) = ∫
𝑥

−∞

1
√2π

e−
𝑡2
2 d𝑡 et Φ(−𝑥) = 1−Φ(𝑥).

On retiendra en particulier la valeur typique Φ(1.96) = 0.975, de sorte que :

P(X ∈ [−1.96;1.96]) = 2Φ(1.96)−1 = 0.95

⋆⋆⋆ Fin du chapitre ⋆⋆⋆
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4. EXERCICES

4.1. Inégalités de concentration

Exercice ALEA.16.1 ∣ Soient X une variable aléatoire et 𝑔 ∶ R+⋆ ⟶ R+⋆ une fonction
croissante, telle 𝑔(|X|) possède une espérance. Montrer que :

∀𝑎 > 0, P(|X| ≥ 𝑎) ≤
E(𝑔(|X|))

𝑔(𝑎)
.

Solution (exercice ALEA.16.1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Puisque 𝑔 est une fonction croissante, nous avons l’inclusion

{|X| ≥ 𝑎} ⊂ {𝑔(|X|) ≥ 𝑔(𝑎)} .

Donc en passant aux probabilités :

P(|X| ≥ 𝑎) ⩽ P (𝑔(|X|) ≥ 𝑔(𝑎)) .

Or, 𝑔(|X|) possède une espérance et est une variable aléatoire positive, donc d’après
l’inégalité de MARKOV, nous avons :

P (𝑔(|X|) ≥ 𝑔(𝑎)) ⩽
E(𝑔(|X|))

𝑔(𝑎)
.

On déduit alors :

P(|X| ≥ 𝑎) ≤
E(𝑔(|X|))

𝑔(𝑎)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Exercice ALEA.16.2 ∣ On note Φ la fonction de répartition de la loi 𝒩(0,1).

1. Montrer que : ∀𝑥 ∈R+⋆, 1−Φ(𝑥) ⩽ 1
2𝑥2 .

2. En déduire l’existence de ∫
∞

0
(1−Φ(𝑡))d𝑡. Calculer sa valeur.

Solution (exercice ALEA.16.2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Constatons quepour tout𝑥 ∈R+⋆, 1−Φ(𝑥) = P (X ⩾ 𝑥) = 1
√2π

∫∞
𝑥 e−

𝑡2
2 d𝑡oùX est de

loi𝒩(0,1). Onnepeut appliquerMARKOVdirectement àXpuisqu’elle n’est paspo-
sitive. En revanche, on peut appliquer l’inégalité généralisée auxmoments d’ordre
2.

P (X2 ⩾ 𝑥2) ⩽
E (X2)

𝑥2 =
1
𝑥2 .

Mais,

P (X2 ⩾ 𝑥2) = P (|X| ⩽ 𝑥)
= 1−P (−𝑥 ⩽ X ⩽ X)
= 1−(Φ(𝑥)−Φ(−𝑥))
= 2(1−Φ(𝑥)) .

On déduit alors :

∀𝑥 ∈R+⋆, 1−Φ(𝑥) ⩽
1

2𝑥2 .

2. On a établi que

∀𝑥 ∈R+⋆, 0 ⩽ 1−Φ(𝑥) ⩽
1

2𝑥2 .

Or, pour tout A ⩾ 1,

∫
A

1

d𝑡
2𝑡2

= [−
1
2𝑡]

A

1

A⟶∞−−−−−→
1
2
.

Donc par théorème de comparaison, on déduit que ∫∞
1 (1−Φ(𝑡))d𝑡 converge, de

plus ∫∞
1 (1−Φ(𝑡))d𝑡 converge comme intégrale de fonction continue sur un seg-

ment. Donc ∫∞
0 (1−Φ(𝑡))d𝑡 converge .
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Pour déterminer sa valeur, faisons une intégration par parties. Soit A ⩾ 0, alors :

∫
A

0
(1−Φ(𝑡))d𝑡 = ∫

A

0
1× (1−Φ(𝑡))d𝑡

= − ∫
A

0
𝑡 × (−φ(𝑡))d𝑡 + [𝑡(1−Φ(𝑡))]A0

A⟶∞−−−−−→ ∫
∞

0
𝑡φ(𝑡)d𝑡 +0 = 0.

inégalité précédente

Or, pour tout A ⩾ 0,

∫
A

0
𝑡φ(𝑡)d𝑡 =

1
√2π [−e

− 𝑡2
2 ]

A

0

A⟶∞−−−−−→
1

√2π
.

Donc :

∫
∞

0
(1−Φ(𝑡))d𝑡 =

1
√2π

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Exercice ALEA.16.3 ∣ Soit 𝑥 > 0. Montrer que :

∫
𝑥

0
e−

𝑡2
2 d𝑡 ⩾ √

π
2

−
1
𝑥
.

Indication : On pourra essayer d’appliquer l’inégalité de MARKOV.

Solution (exercice ALEA.16.3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Il s’agit de commencer à interpréter les deux membres de l’inégalité à l’aide de pro-
babilité. Notons X ↪ 𝒩(0,1). Alors

∫
𝑥

0
e−

𝑡2
2 d𝑡 = √2πP (0 ⩽ X ⩽ 𝑥)

=
1
2
√2πP (−𝑥 ⩽ X ⩽ 𝑥)

=
1
2
√2πP (|X| ⩽ 𝑥) =

1
2
√2π(1−P (|X| ⩾ 𝑥)) .

par parité de la densité de X

Mais par inégalité de MARKOV, puisque |X| est positive et admet une espérance,

P (|X| ⩾ 𝑥) ⩽
E (X)

𝑥
.

Calculons E (|X|), il s’agit d’étudier :

∫
∞

−∞
|𝑡|φ(𝑡)d𝑡 = 2∫

∞

0
𝑡φ(𝑡)d𝑡

par parité de 𝑡 ⟼ |𝑡|φ(𝑡). Or, pour tout A ⩾ 0,

∫
A

0
𝑡φ(𝑡)d𝑡 =

1
√2π [−e

− 𝑡2
2 ]

A

0

A⟶∞−−−−−→
1

√2π
.

Donc E (|X|) = 2
√2π

. Donc en combinant :

∫
𝑥

0
e−

𝑡2
2 d𝑡 ⩾

1
2
√2π(1−

1
𝑥√2π

) = √
π
2

−
1
𝑥

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Exercice ALEA.16.4 ∣ On réalise 400 fois de façon indépendante la même expérience
dont la probabilité de succès est 0,8. On note N400 la variable aléatoire discrète don-
nant le nombre de succès dans cette série de 400 expériences.

1. Montrer que : P(300 < N < 340) ⩾ 0,84.
2. TERMINALPython En simulant un grand nombre de fois la variable aléatoire N, constater le

résultat précédent par simulation.

Exercice ALEA.16.5 ∣ Une urne contient 2 boules blanches et 4 boules noires. On y ef-
fectue𝑛 tirages avec remise et on note F𝑛 la fréquence des boules blanches, obtenues
sur 𝑛 tirages. Déterminer 𝑛 tel que

P (||Fn −1/3|| ⩾ 0,02) ⩽ 0,01,

en utilisant :
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1. en utilisant l’inégalité de BIENAYMÉ-TCHEBYCHEV,
2. en utilisant le théorème central limite.

Solution (exercice ALEA.16.5) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
On introduit dans tout l’exercice une suite (X𝑛)𝑛 i.i.d. de même loi ℬ(2/6) = ℬ(1/3).
Alors F𝑛 = X𝑛.

1. D’après l’inégalité de BIENAYMÉ-TCHEBYCHEV, puisque les X𝑛 admet un moment
d’ordre deux, nous avons pour tout ε > 0 :

P (||F𝑛 −E (F𝑛)|| ⩾ ε) = P(
||||F𝑛 −

1
3
|||| ⩾ ε) ⩽

1
3 × 2

3

𝑛ε2
.

Donc

P (||F𝑛 −E (F𝑛)|| ⩾ 0.02) ⩽
2

9𝑛(0.02)2
=

2.104

36𝑛
=

104

18𝑛
.

On cherche donc 𝑛 tel que 104
18𝑛 ⩽ 0,01 ⟺ 𝑛 ⩾ 55555 .

2. ...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4.2. Théorèmes limites & Approximations

Exercice ALEA.16.6 ∣ Soit (X𝑛) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi
ℬ(𝑝𝑛) avec 𝑝𝑛 ∈ ]0,1[ pour tout entier 𝑛 ∈ N. On pose S𝑛 = X1 +⋯+X𝑛 pour tout
𝑛 ≥ 1. On souhaite montrer que pour tout ε > 0,

lim
𝑛⟶∞

P(
||||
S𝑛
𝑛

−
1
𝑛

𝑛
∑
𝑘=1

𝑝𝑘
||||
⩾ ε) = 0.

1. Peut-on appliquer la loi faible des grands nombres?

2. Calculer l’espérance et la variance de S𝑛, puis démontrer que Var (S𝑛) ⩽ 𝑛.
3. En déduire le résultat.

Exercice ALEA.16.7 ∣ Soit (X𝑛)𝑛∈N⋆ une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de
même loi ℬ(𝑝) avec 𝑝 ∈ ]0,1[. On pose pour tout 𝑛 ∈ N⋆, Y𝑛 = X𝑛 + X𝑛+1 et
Y𝑛 = 1

𝑛 ∑𝑛
𝑘=1 Y𝑘.

Montrer que la suite (Y𝑛)𝑛∈N⋆
converge en probabilité vers la variable aléatoire

constante 2𝑝.

Solution (exercice ALEA.16.7) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Soit ε > 0. Il s’agit de montrer que

lim
𝑛⟶∞

P (||Y𝑛 −2𝑝|| ⩾ ε) = 0.

Par linéarité de l’espérance, on a

E (Y𝑛) =
1
𝑛

𝑛
∑
𝑘=1

E (Y𝑘) =
1
𝑛

𝑛
∑
𝑘=1

(2𝑝) = 2𝑝.

De plus, par indépendance, la variable aléatoire Y𝑛 admet une variance pour tout
𝑛, et donnée par Var (Y𝑛) = 2𝑝(1 −𝑝). Pour calculer la variance de Y𝑛, on utilise le
développement en covariance puisqu’il n’y a pas indépendance.

Var (Y𝑛) =
1
𝑛2Cov(

𝑛
∑
𝑘=1

Y𝑘,
𝑛
∑
ℓ=1

Y𝑘)

=
1
𝑛2 ∑

(𝑘,ℓ)∈J1 ,𝑛K2
Cov (X𝑘 +X𝑘+1,Xℓ +Xℓ+1)

=
2
𝑛2 ∑

(𝑘,ℓ)∈J1 ,𝑛K2
𝑘<ℓ

Cov (X𝑘 +X𝑘+1,Xℓ +Xℓ+1)+
1
𝑛2

𝑛
∑
𝑘=1

Var (X𝑘 +X𝑘+1) .

bili-
néaritésymé-
trie
de la
cova-
riance

Mais Y𝑘 = X𝑘 +X𝑘+1 est indépendante de Yℓ = Xℓ +Xℓ+1 dès que ||ℓ−𝑘|| ⩾ 2. En re-
vanche, il n’y a pas indépendance lorsque ℓ = 𝑘 ou ℓ = 𝑘+1. Ainsi, dans la première
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somme double, il ne reste plus que les covariances avec ℓ = 𝑘+1.

Var (Y𝑛) =
2
𝑛2

𝑛
∑
𝑘=1

Xℓ +Xℓ+1 +
1
𝑛2

𝑛
∑
𝑘=1

Var (X𝑘 +X𝑘+1)

=
2
𝑛2

𝑛−1
∑
𝑘=1

Cov (X𝑘 +X𝑘+1,X𝑘+1 +X𝑘+2)+
1
𝑛2

𝑛
∑
𝑘=1

Var (X𝑘 +X𝑘+1) .

Mais pour tout 𝑘, Var (X𝑘 +X𝑘+1) = 2𝑝(1−𝑝) par indépendance, puis par bilinéarité
et indépendance (qui entraîne la non-corrélation des X𝑘) :

Cov (X𝑘 +X𝑘+1,X𝑘+1 +X𝑘+2) = 0+Var (X𝑘+1)
= 𝑝(1−𝑝).

Donc :

Var (Y𝑛) =
2
𝑛2 (𝑛−1)𝑝(1−𝑝)+

1
𝑛2𝑛2𝑝(1−𝑝)

𝑛⟶∞−−−−−→ 0.

Donc par BIENAYMÉ-TCHEBYCHEV, on peut alors enfin conclure :

0 ⩽ P (||Y𝑛 −2𝑝|| ⩾ ε) ⩽
Var (Y𝑛)

ε2
𝑛⟶∞−−−−−→ 0.

Donc par théorème d’encadrement :

lim
𝑛⟶∞

P (||Y𝑛 −2𝑝|| ⩾ ε) = 0 .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Exercice ALEA.16.8 ∣ Déterminer, en appliquant le théorème central limite à une suite
de variables aléatoires de BERNOULLI bien choisie :

lim
𝑛⟶∞

1
3𝑛

⌊ 𝑛3 ⌋

∑
𝑘=0

(
𝑛
𝑘
)2𝑛−𝑘.

Solution (exercice ALEA.16.8) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Notons pour tout 𝑛 ∈ N, A𝑛 = 1
3𝑛 ∑

⌊ 𝑛3 ⌋

𝑘=0 (
𝑛
𝑘)2

𝑛−𝑘. Il s’agit de commencer par interpréter
la somme comme une probabilité. Nous avons pour tout entier 𝑛 ∈N,

1
3𝑛

⌊ 𝑛3 ⌋

∑
𝑘=0

(
𝑛
𝑘
)2𝑛−𝑘 =

⌊ 𝑛3 ⌋

∑
𝑘=0

(
𝑛
𝑘
)(

1
3
)
𝑘
(1−

1
3
)
𝑛−𝑘

.

Notons (X𝑖)𝑖 une suite i.i.d. de variables aléatoires de loi ℬ( 13 ), et S𝑛 = X1+⋯+X𝑛 ↪

ℬ(𝑛, 13 ). Alors

A𝑛 = P(0 ⩽ S𝑛 ⩽ ⌊
𝑛
3 ⌋) .

Commençons alors par centrer et réduire. Dans la borne de gauche, on peut indiquer
−∞ au lieu de 0 car S𝑛 est positive (ce sera utile pour la suite). Dans la borne de droite,
on peut indiquer 𝑛

3 au lieu de ⌊𝑛3 ⌋ car S𝑛 est à valeurs entières.

P(0 ⩽ S𝑛 ⩽ ⌊
𝑛
3 ⌋) = P(−∞ ⩽ S𝑛 ⩽

𝑛
3
)

= P (S⋆𝑛 ⩽ 0)
𝑛⟶∞−−−−−→ Φ(0) =

1
2
.

théorème central limite, car les X𝑖 sont ⟂⟂ et ont une
variance

Donc lim
𝑛⟶∞

1
3𝑛 ∑

⌊ 𝑛3 ⌋

𝑘=0 (
𝑛
𝑘)2

𝑛−𝑘 = 1
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Exercice ALEA.16.9 ∣ Un commando de soldats doit traverser une rivière infestée de
crocodiles. La probabilité qu’un soldat soit dévoré au cours de la traversée est 1

10 .
Combien faut-il envoyer de soldats pour que la probabilité d’avoir au moins 300 res-
capés soit supérieure à 95 %?

ExerciceALEA.16.10 ∣ Uneentreprise compte300employés.Chacund’eux téléphoneen
moyenne 6 minutes par heure. Combien de lignes téléphoniques doit faire installer
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l’entreprise afin que la probabilité que toutes les lignes soient occupées en même
temps sur un intervalle de temps d’une heure soit inférieure ou égale à 0.025.

Solution (exercice ALEA.16.10) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Dans cet exercice, il faut comprendre le fonctionnement suivant : chaque employé
n’est pas associé à une ligne précise, en revanche, lorsqu’un appel arrive sur l’une
des lignes, on souhaite souvent avoir un employé libre pour décrocher. Notons X le
nombre d’employés occupés sur un intervalle de temps d’une heure. Puisque les oc-
cupations peuvent être supposées indépendantes, et que la probabilité qu’un em-

ployé fixé soit occupé est 6
60 = 1

10 et qu’il y a 300 employés, on a que X ↪ ℬ(300, 1
10 )

(comptage de succès dans une répétition de 300 expériences de BERNOULLI indépen-
dantes, un succès étant une occupation d’une employé). On souhaite ainsi résoudre
P(X ≥ N) ⩽ 0,025, N étant un entier à trouver correspondant au nombre de lignes à
installer, qui correspond à la probabilité qu’un appel tombe dans le vide i.e. tous les
employés sont occupés. On utilise le théorème central limite (ou l’approximation de
la binomiale par la normale), puisque X est une somme de variables aléatoires i.i.d.
admettant une variance.

P(X ≥ N) ≤ 0,025

⟺ P(X∗ ≥
N−30
√27

) ≤ 0,025,

⟺ 1−ϕ(
N−30
√27

) ≤ 0,025,

⟺ ϕ(
N−30
√27

) ≥ 0,975 = ϕ(1,96),

⟺
N−30
√27

≥ 1,96

⟺ N ≥ 41.

Il faut donc 41 lignes au moins. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Exercice ALEA.16.11 ∣ On lanceundé équilibré à 6 faces 9000 fois.OnnoteA «onobtient

la face 6 entre 1400 et 1600 fois».

1. Donner l’expression exacte de P(A). On n’essayera pas de calculer une certaine
somme.

2. Donner uneminoration deP(A) enutilisant l’inégalité de BIENAYMÉ-TCHEBYCHEV.
3. En utilisant le théorème central limite, donner une estimation de P(A). Comparer

avec la question précédente.

Solution (exercice ALEA.16.11) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Le nombre de 6 apparus sur les 9000 lancers suit une ℬ(9000, 16 ), par indépen-
dance des lancers et puisque l’on compte le nombre de succès (faire un 6, de pro-
babilité 1/6) dans cette répétition de 9000 lancers. NotonsX une variable aléatoire
de telle loi. Alors

P (A) = P (X ∈ [1400,1600])

=
1600
∑

𝑘=1400
P (X = 𝑘)

=
1600
∑

𝑘=1400
(
9000
𝑘

)(
1
6
)
𝑘
(
5
6
)
9000−𝑘

=
1600
∑

𝑘=1400
(
9000
𝑘

)
59000−𝑘

69000
.

Cette somme est bien entendu non calculable.
2. Rappelons que P (A) = P (X ∈ [1400,1600]). Alors pour utiliser BIENAYMÉ-

TCHEBYCHEV, on centre la variable aléatoire. On a E (X) = 9000
6 = 1500. Donc

P (X ∈ [1400,1600]) = P (X−1500 ∈ [−100,100])
= P (|X−1500| ⩽ 100) .
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En passant au complémentaire, on déduit

P (X ∈ [1400,1600]) = 1−P (|X−1500| > 100)
= 1−P (|X−1500| ⩾ 101)

⩾ 1−
Var (X)
1012

= 1−
1250
1012

≈ 0.877 .

|X−1500| entier

BIENAYMÉ-TCHEBYCHEV car E (X) =
1500

3. Pour utiliser le théorème central limite, on centre et on réduit (on peut utiliser
aussi l’approximation de la binomiale par une normale, cela revient au même).
Soit N ↪ 𝒩(0,1), et on note Φ sa fonction de répartition.

P (X ∈ [1400,1600]) = P (X−1500 ∈ [−100,100])
= P (|X−1500| ⩽ 100)

= P(
|||||
X−1500
√Var (X)

|||||
⩽

100
√Var (X)

)

≈ P(|N| ⩽
100

√1250
)

= Φ(
100

√1250
)−Φ(−

100
√1250

)

= 2Φ(
100

√1250
)−1

≈ 2Φ(2.83)−1.

Enutilisantune tablede la loi normaleon trouve cette fois P (A) ≈ 0.995 . Lamino-
ration observée à la question précédente est donc correcte, mais pas très précise.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Exercice ALEA.16.12 ∣ Surbooker ou pas? Une compagnie aérienne souhaite opti-
miser l’occupation en voyageurs de sa flotte d’avions. Pour cela, elle souhaite tenir

compte des voyageurs ne se présentant pas à l’embarquement, et proposer ces places
à d’autres voyageurs, en prenant en amont plus de réservations que de places dispo-
nibles.

On suppose que chaque client se présente à l’embarquement avec une probabilité
𝑝 ∈ ]0,1[. On souhaite trouver lenombrede réservations à réaliser𝑛 ⩾ N,N ∈N⋆ étant
le nombre de places dans l’avion, afin que la probabilité de surbooker effectivement
l’avion soit inférieure ou égale à 4%. On note X le nombre de clients se présentant
à l’embarquement sur ces 𝑛 réservations. On donne la valeur 0,96 = Φ(1,75) où Φ
désigne la fonction de répartition de la loi 𝒩(0,1).

1. Déterminer la loi de X.
2. On suppose dans la suite que les paramètres nous permettent d’approcher X par

une loi normale, préciser de quelle loi normale il s’agit.
3. Justifier que 𝑛 satisfaisant la condition de l’énoncé satisfait une inéquation de la

forme :

𝑎𝑛+𝑏√𝑛+𝑐 ⩽ 0,

où 𝑎,𝑏,𝑐 sont des paramètres réels à préciser.
4. Démontrer que cette inéquation admet des solutions et exprimer la meilleure so-

lution du problème en fonction du 𝑎,𝑏,𝑐.

Solution (exercice ALEA.16.12) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. On reconnaît un schéma binomial, puisque chaque passager embarque avec
la même probabilité 𝑝, et indépendamment les uns des autres. On a donc
X ↪ B(𝑛,𝑝) et par conséquent

E(X) = 𝑛𝑝, Var (X) = 𝑛𝑝(1−𝑝) .

2. On suppose que les conditions d’approximation du cours sont satisfaites. On peut
alors approcher ℬ(𝑛,𝑝) par 𝒩(𝑛𝑝,𝑛𝑝(1−𝑝)), donc une loi normale de mêmes
paramètres.

BCPST2Creative-Commons 2021 / 2022 690 / Lycée Louis BARTHOU – Pau



Chapitre ALEA.16. Théorèmes limites probabilistes

3. On souhaiteP(X > N) ⩽ 0,04. Donc en notantX⋆ = X−𝑛𝑝
√𝑛𝑝(1−𝑝) et en passant au com-

plémentaire :

P(X ≤ N) = P(X⋆ ≤
N−𝑛𝑝

√𝑛𝑝(1−𝑝)
) ≥ 0,96

donc 𝑛 vérifie

N−𝑛𝑝
√𝑛𝑝(1−𝑝)

≥ Φ−1(0,96) = 1,75

et en réarrangeant :

𝑛𝑝+1,75√𝑝(1−𝑝).√𝑛−N ≤ 0 .

Cette inéquation est bien de la forme :

𝑎𝑛+𝑏√𝑛+𝑐 ≤ 0

avec 𝑎 = 𝑝, 𝑏 = 1,75√𝑝(1−𝑝) et 𝑐 = −N.
4. Cette équation admet des solutions puisque par exemple 𝑛 = 0 est évidemment

solution. On reconnaît une équation du second degré en la variable√𝑛. Le discri-
minant est Δ = 1.752𝑝(1−𝑝)+4N𝑝 > 0 et

𝑛 est solution ⟺ √𝑛 ∈ [
−𝑏−√Δ

2𝑎
,
−𝑏+√Δ

2𝑎
]

et la meilleure solution 𝑛maxest donc le plus grand entier tel que √𝑛 ≤ −𝑏+√Δ
2𝑎 ,

c’est-à-dire :

𝑛max =
��
⌊
(
−𝑏+√Δ

2𝑎
)
2��
⌋
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Exercice ALEA.16.13 ∣ D’après Agro—Véto 2016 On considère une population de 𝑛 ∈
N⋆ insectes. Le nombre (aléatoire) N d’oeufs pondus par un insecte donné suit une
loi de POISSON de paramètre λ > 0. Chaque oeuf peut éclore avec une probabilité 𝑝 ∈
]0,1[. On note X la variable aléatoire égale au nombre d’oeufs éclos pour un insecte
donné et Y la variable aléatoire égale au nombre d’oeufs non éclos.

1. TERMINALPython On utilisera les fonctions ci-dessous en prenant comme valeurs des para-
mètres : 𝑛 = 10,𝑝 = 0,25 et λ = 40.
1.1) En approchant la loi de N par une loi binomiale ℬ(1000, λ

1000 ), écrire fonc-
tion python d’en-tête def f1(l) qui prend en entrée une valeur de λ et qui
simule la variable aléatoire N.

1.2) Écrire une fonction python d’en tête def f2(l,p) qui prend en entrée une
valeur pour λ et une valeur pour 𝑝 et donne en sortie un couple de valeurs
pour (X,Y).

1.3) Écrire une fonction python d’en-tête def f3(n,l,p): qui prend en entrée
une valeur pour le nombre d’insectes n, une valeur pour λ, une valeur pour
𝑝 et donne en sortie le nombre total d’oeufs éclos.

2. 2.1) Donner les lois de X et Y.
2.2) Les variables aléatoires X,Y sont-elles indépendantes? Calculer Cov (X,Y).
2.3) On note N10 le nombre d’oeufs pondus par 10 insectes, et Z10 le nombre

d’oeufs éclos pour 10 insectes. Donner les lois de N10 et Z10.

Exercice ALEA.16.14 ∣ Caractérisation de la loi normale Soit X une variable aléatoire
réelle centrée de carré intégrable, de variance σ2 > 0. On suppose que si X1,X2 sont
indépendantes de même loi que X alors X1+X2

√2
a même loi que X.

1. Montrer que : X1+⋯+X4
√22

a même loi que X.
2. (Généralisation) Soit (X𝑛)𝑛 une suite i.i.d. demême loi queX, onnote pour tout

𝑛 ∈N⋆, S𝑛 = X1+⋯+X𝑛. Montrer que : S2𝑛
√2𝑛

a même loi que X pour tout 𝑛 ∈N⋆.
3. En déduire, en utilisant le théorème central limite, que X ↪ 𝒩(0,σ2).

Solution (exercice ALEA.16.14) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1. On a

X1 +⋯+X4

√22
=

X1+X2
√2

+ X3+X4
√2

√2
.

Mais par hypothèse

Y1 =
X1 +X2

√2
, Y2 =

X1 +X2

√2
ont même loi que X.

Ainsi, toujours en utilisant l’hypothèse, Y1+Y2
√2

a même loi que X. Donc
X1+⋯+X4

√22
a même loi que X.

2. (Généralisation) Faisons une récurrence sur 𝑛 ∈N⋆.

SQUARE Initialisation. S2
√2

a même loi que X par hypothèse.

SQUARE Hérédité. Supposons que S2𝑛
√2𝑛

a même loi que X. Alors :

S2𝑛+1
√2𝑛+1

=
S2𝑛 +(S2𝑛+1 +⋯+S2𝑛+1)

√2𝑛+1

=

S2𝑛
√2𝑛

+ S2𝑛+1+⋯+S2𝑛+1
√2𝑛

√2
.

Or, par hypothèse de récurrence S2𝑛
√2𝑛

a même loi que X, et S2𝑛+1+⋯+S2𝑛+1
√2𝑛

aussi

puisque cette deuxième variable aléatoire a même loi que S2𝑛
√2𝑛

. Donc par hypo-

thèse, S2𝑛+1
√2𝑛+1

a même loi que X. En conclusion, par principe de récurrence :

∀𝑛 ∈N⋆,
S2𝑛
√2𝑛

a même loi que X .

3. D’après le théorème central limite, pour tout 𝑥 ∈R,

P (X ⩽ 𝑥) = P(
S2𝑛
√2𝑛

⩽ 𝑥)

= P(
S2𝑛 −0

σ√2𝑛
⩽

𝑥−0
σ

)

𝑛⟶∞−−−−−→ Φ(
𝑥
σ

).
théorème central limite et composition des limites

Or Φ est continue, et 𝒞1 sur R donc par composition FX aussi et X est à densité
donnée par

∀𝑥 ∈R, 𝑓X(𝑥) =
1
σ

φ(
𝑥
σ

) =
1

σ√2π
e−

𝑥2
2σ2 .

On reconnaît la densité d’une 𝒩(0,σ2). Donc X ↪ 𝒩(0,σ2).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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