Chapitre ALG.1.

Nombres complexes & Trigonométrie

Résumé & Plan

Lobjectif de ce chapitre est de revoir certaines propriétés de premiére année sur
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L'histoire des nombres complexes commence vers le milieu
du XV ieme siecle avec une premiére apparition en 1545,
dans l'ceuvre de CARDAN, d’'une expression contenant la
racine carrée d'un nombre négatif, nombre qu'il appelle
«sophistiqué». Cest Raphaél BOMBELLI qui met en place les
regles de calcul sur ces quantités que l'on appelle alors
impossibles avant de leur donner le nom d'imaginaires.

— Le saviez-vous?

n DEFINITION DE C

On souhaite construire un ensemble de nombres, appelé ensemble des nombres com-
plexes dans la suite, dans lequel certaines équations admettent une solution (alors
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Chapitre ALG1. Nombres complexes & Trigonométrie

que ce n'est pas le cas dans R) comme par exemple

x>+1=0. (1.1)
Méme si nous n’insisterons pas trop la-dessus : il ne suffit pas de prétendre son exis-
tence pour qu’il existe, i.e. la phrase «soit C un ensemble contenant R et possédant
un élément i tel que i? = —1» n'a aucune légitimité mathématique. Un principe de
construction en Mathématiques — par exemple de construction d’ensemble ici —
consiste en la démarche suivante : on part d'un ensemble déja connu, R en 'occu-
rence (mais attention, cet ensemble aussi on ne vous I'a jamais construit!) et on en
définit un autre possédant les propriétés souhaitées. C’est ce qui est fait dans le pa-
ragraphe ci-apres. Dans le suivant, nous oublierons déja le fait que les éléments de C
peuvent étre vus comme des coupes (x, y) € R?, et nous reprenons la notation x +iy
habituelle.

PRINCIPE DE CONSTRUCTION DE C COMME R® MUNI DE DEUX Lois. [H.P] Rappelons que R* =

{(x,), x e R,y € R}, c’est un ensemble bien défini que nous pouvons utiliser pour

construire C. Alors on note C I'ensemble R? muni des lois + et x suivantes :

1. (Somme de nombres complexes) V(x,y,x’,y) € R, (x,y)+(,y) = (x +
xy+y),

2. (Produit de nombres complexes)
vy, xy'+x'y).!

V(x,y,x,y) € R, ()., y) = (xx' -

Les éléments de C sont plut6t représentés de la maniére suivante : I'élément (x, y) est

noté x +1.y, etles assertions précédentes deviennent :

1. (Somme de nombres complexes) V(x,y,x’,y") € R, (x+iy)+ ' +iy) =
x+xN+iy+y),

2. (Produit de nombres complexes) V(x,y,x,y’) € R,
yy' +ilxy' +x'y),

(x+iy).(x"+iy") = xx' -

!Les coordonnées du couple correspondent aux parties réelles et imaginaires de (x +iy)(x' +iy’) avec
laregle de calcul i = -1
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impliquant en particulier que i = (0,1).(0,1) = (=1,0) enfaisant y =1,y =1, x = 0
et x' = 0 dans les définitions de loi produit précédentes, i.e. en notation complexe

i?=-1.

On a donc construit un élément noté i et un ensemble C, ou cet élément i est une so-
lution dans C de x* + 1 = 0. Cest ce qu’on voulait. Classiquement on exige certaines
propriétés supplémentaire sur les lois +, x (associativité, inverse, efc.) qui sont véri-
fiées ici.

Les lois précédentes permettent d’additionner et de multiplier deux complexes. On

peut aussi multiplier tout complexe (x,y) = x +iy par A € R (resp.C) :
Ax+iy)=A+i0x+iy)=Ax)+i(Ay), AeR (resp.C).

En particulier, on peut montrer que cette opération externe RxC — C (resp. CxC —

C) définit une structure de R-espace vectoriel sur C (resp. C-espace vectoriel), voir le

Chapter ALG.3.

— Définition ALG1.1 | Définition d’'un nombre complexe

»  Leséléments de C sont appelés nombres complexes. Siz € C,alors z = x +iy
avec x € R et y € R. On appellera partie réelle de z le réel x (noté Re (z)), et y
la partie imaginaire (notée Im (z)).

»  Lécriture z = x + 1y est appelée forme algébrique du nombre complexe z et
elle est unique.
Si y =0, on dit que x est réel. Si x = 0, on dit que z est imaginaire pur (en-
semble noté iR).

Méthode Unicité de l'écriture algébrique et identification

Une reformulation de I'unicité de I'écriture z = x +iy estla suivante :

!

x+iy=x'"+iy) < =x=x, y=y, (xyx,y)eR"

On peut donc identifier partie réelle et partie imaginaire.
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Attention

La partie imaginaire d'un nombre complexe est, par définition, une quantité
réelle.

Remarque 11—  On alinclusion immédiate suivante :
R x {0} c C.

Mais” comme R x {0} peut étre identifié a R (grace ala bijection x € R — (x,0) €
R x {0}), on note en général

RcC.

Définition ALG.1.2 | Complexe conjugué
ﬁi z € G, on appelle conjugué de z=x+iyle complexez=x—1iy.

La construction précédente de C nous permet d’assimiler tout complexe a un unique
pointde R* = {(x,y), x € R,y € R}. Ceci n'est pas surprenant : les points géométriques
de R? possédent deux coordonnées, et les complexes sont caractérisés par deux sca-
laires : partie réelle et partie imaginaire. Ce constat nous mene tout droit a la défini-
tion suivante.

Définition ALG1.3 | Affixe
Soit M = (x,y) € R?, ’'élément z = x +iy € C est appelé affixe de M.
Soit u = (x, ) un vecteur de R?, 'élément z = x +iy € C est appelé affixe de u.

La notion d’affixe permet donc de relier la gé¢ométrie du plan dans R? aux complexes;
on pourra donc se servir largement des complexes pour traiter des problemes de géo-
métrie.

Proposition ALG:1.1| Quelques propriétés des complexes
Roient z,z € C.

%j.e.'ensemble des complexes de partie imaginaire nulle
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. (Existence d’'un élément inverse) Siz # 0, alors z est inversible dans C i.e.

il existe z' € Ctel que zz' = z'z = 1.

. (@-linéarité de la partie réelle/imaginaire) pour tous etz e€C,

alors

Re(Az) =ARe(z), Im(Az)=AIm(z).

. (Conjugué d’'une somme/d’un produit)

z2+2' =z+27Z', zxz' =zxZ.

. (Partie réelle/imaginaire en fonction du conjugué)

1 _ 1 _
Re(z) = E(z+z), Im(z) = g(z—z).

. ZER <— ZzZ=z et zeiR <— z=-z.

Preuve
1. On anticipe 1égerement sur la définition qui suit, siz = x +iy # 0 alors x # 0 ou
2. .« 2 ! 2 . ! _ X . -y .
y # 0. On vérifie aisément que z' défini par z’ = = i (m) est un inverse

pour le complexe z.

2. (@-linéarité de la partie réelle/imaginaire) soient A € R et z € C, alors
Re(Az) = Re(A(x +iy)) = Re(Ax +iAy) = Ax = ARe(z) et de la méme maniére
Im (Az) = A1m (2).

3. (Conjugué d’'une somme) le conjuguédez+z = (x+x")+i(y+y') avecz =
x+iyetz =x'+iy, (x,x,y,y) eR*est (x +x") —i(y+y) = (x —iy)+ (x' —iy")
c’est donc aussi la somme des conjugués.

4, (Partie réelle/imaginaire en fonction du conjugué) calcul explicite direct :
en sommant un complexe et son conjugué on fait disparaitre la partie réelle, de-
méme pour la partie imaginaire.

5. Par exemple pour caractériser les réels, avec les mémes notations que précédem-
ment : z = z si et seulement si x = x et y = —y donc si et seulement si y = 0.
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Définition ALG.1.4 | Complexe inverse

Siz=x+iy e C*, alors on définit’ le complexe % =

1__x Y p—
z  xZ+y? x2+y? |

1

x+iy

comme étant :

)

Méthode Expression conjuguée

Dans la preuve précédente on a utilisé une technique classique pour obtenir I'in-
verse d'un nombre complexe écrit sous forme algébrique. On peut la résumer

comme suit :

1 x—1iy X

4

= — +
x+iy (x+iyx-iy) x%2+y?

x2 +y?

|

n FORME EXPONENTIELLE

Nous avons vu que C et R? sont deux ensembles trés proches, et méme en bijection.
De la méme maniére qu'un point de R? peut étre repéré par ses coordonnées carté-
siennes et polaires, un complexe peut étre écrit en forme algébrique ou comme nous

allons le voir de suite sous forme trigonométrique.

m Module

Soient z € C, x = Re (z) et y = Im (z). Remarquons que :

Ainsi, la quantité zz est réelle positive, on peut donc considérer sa racine carrée.

zZ=(x+iy)(x—iy) =x*+y?=0.

31l s’agit bien d’une définition, bien entendu inspirée de la technique de I'«expression conjuguée»
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Définition ALG1.5 | Module
Bn appelle module de z le réel positif \/zz = \/x2 + y2, que l'on note | z|.

Pour z € R, on retrouve la valeur absolue : z = x € R, |z| = v/ x2 = | x|. Notons aussi au
passage la factorisation suivante :

+yP=(x+iy)(x—iy).

P p Tim (2)
Remarque 21— Interprétation géo-

métrique du module Soient M, un
point d’affixe z, et p, € R}. Alors I'en-
semble des points M(z) € R? tels que Po

|z —2o| = pg

Re (z) ’
estle cercle de centre M, et de rayon p.
De méme, ® 2

{ze€C, |z—zyl <pg}

estle disque de centre M,, et de rayon
po- En particulier, prenant z, = 0 on
obtient |z| = d(O,M(z)), c’est donc
la distance entre M(z) et l'origine.

—— Proposition ALG.1.2 | Propriétés du module

Soient z,z' € C.
1. (Multiplicativité du module) |zz'| = |z|.|Z'|. De plus si z # 0, alors

1 z
z  |z|2

2. (Développement du module au carré)

|z+2'|* = zI> + 2Re (z?) +|2'7.
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3. (Expression du produit scalaire euclidien dans R?) Notons u = (x,y), u' =

(x',y"), avec (x,x',y,y) e R* telque z = x + iy, z' = x' + iy, ) o . .
Linterprétation géométrique est la suivante : la somme

— . . ) .
<u| ') = Re (zz’). des carrés des longueurs des diagonales d'un parallé-

logramme est la somme des carrés des longueurs des
coOtés. Ce résultat peut se retrouver avec le théoreme de
PYTHAGORE dans le cas d'un rectangle.

Preuve Calculs directs.

Preuve

Nous rappelons également sans démonstration I'inégalité triangulaire vue en pre-
miere année.

~—— Théoréme ALG.11 | Inégalité triangulaire
1. Soient z et z’ deux nombres complexes. Alors :

|z+z’|<|z|+|z’|.

De plus, I'égalité est réalisée si et seulement s'il existe A € R, tel que 2’ = Az ou
z = Az'. On dit aussi que z et z’' sont positivement liés.

2. (Version généralisée) Soit (z;),;, une famille de complexes. Alors : ) N . )
Dans les résultats qui précedent, nous avons souvent eu besoin de développer des

1 modules de somme au carré. Cette formule de développement doit étre bien com-
< zZ;|. . . .. . . . . N
;:Zi | ’| prise et mémorisée, elle résumée dans la méthode ci-aprés.

2
1

1

n

Méthode Développement d’'une norme de somme au carré

Soit |z + z’|2 avec z,z' € C.
1. Ecrire la quantité en fonction du conjugué: |z +2/[° = (z +2')(z + 2).
Soit (z,z') € C?, alors : 2. Développer.

Proposition ALG.1.3 | Identité du parallélogramme

|z+z’|2+ |z —2'|? :2(|z|2+ |z’|2).

En revanche, on oublie de suite le développement suivant.
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Attention
On oublie la formule archi-fausse suivante :

|z+z’|2|z|2 + |z’|2 +2|z| |z’|.

Lobjectif est a présent d’arriver a la définition de la forme exponentielle d'un nombre
complexe, on commence pour cela par définir :

»  lexponentielle d'un imaginaire pur,
»  puisl'exponentielle générale d'un nombre complexe.

m Exponentielle imaginaire

Modulo

Notation

— Proposition ALG:1.4 | Propriétés de 'exponentielle imaginaire

Soient 0,0’ € R deux réels. Alors :

1. [e% =1, e®=ei®=_—_
. e16
221 <= 0=0p2n] < 3keZ 0=2kn.
3. ™2 =i e"=-1.
4 e%=¢? — 0=z0[2n] = 3JkeZ 0=0 +2kn.

. ! . :n S 0—a' i0
5. Pourtout (0,0') e R%, ona: ¢'©*0) =¢lf it l0-6) o

6. (Formule de MOIVRE)

VOER VneZ e"®= (eie)".

Preuve Voir le cours de premiére année.

Les formules ci-aprés paraissent anecdotiques au premier abord, mais elles seront
d’intérét capital pour toutes les applications des nombres complexes en trigonomé-
trie.

Soient x,y,z € C,alors «x =y [z]» signifie x = y + kz pour un certain k € Z.
‘ Proposition ALG.1.5 | Formules ’EULER
Définition ALG1.6 | Nombre complexe e'®
Pour tout 0 € R, on note '’ le nombre complexe de forme algébrique el +e10 0 . elf —e? 0
VOeR, cosb= 5 Re(e ) et sinb= o —Im(e )
i
cos0+isin®.
Ce nombre est appelé exponentielle imaginaire de 6 € R. On note de plusj = e, Preuve Immeédiate en utilisant les propriétés de parité de cos et sin.

Attention

Le complexe j utilisé par les physiciens (pour éviter les confusions avec I'intensité
électrique) est le complexe i de ce chapitre.

Pour I'instant, e'® n’est donc qu’une notation! Les propriétés de cette notation, qui
permettront d’effectuer des calculs, sont données dans la proposition suivante. Par
exemple, la quantité e' ™ n'est pas encore définie. Mais si 'on note tout ceci avec
une exponentielle c’est qu’elle va sirement hériter des mémes propriétés que 'expo-
nentielle réelle connue depuis le lycée. Les voici.

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

—— Proposition ALG.1.6 | Relévement

Tout complexe z € U = {z € C, |z| = 1} peut s’écrire sous la forme z = el® pour un
certain 0 € R. Autrement dit, 'application

R— U ..
0 — el est surjective.
Preuve Admis.
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m Exponentielle générale e* et forme exponentielle Preuve
>

Nous avons vu dans la partie précédente que e'® est le complexe cos0 +1i sin6. Il est
de module un. Maintenant nous allons chercher a exprimer les autres nombres com-
plexes en fonction de cette exponentielle.

— Définition ALG1.7 | Argument d'un nombre complexe
Soit z un nombre complexe non nul. >
—_— s

z z .

Alors 2l € U, donc il existe 6 € R tel que 2l = e'%, Un tel réel 0 est appelé un
z z

argument de z et il est noté Arg(z). Lensemble des arguments de z est alors 0 +

2nZ = {0 +2kmn, k € Z}, on note cela

Arg(z)=0 [2m].

On utilise en général pas le signe «=» a cause de la non-unicité de 'argument. 6 Méthode Mettre sous forme exponentielle un nombre complexe

Soit z # 0.
1. Calculer |z|, puis

Définition ALG.1.8 | Forme exponentielle

Z
Soit z un nombre complexe non nul. L'écriture lz]*

2. Chercher 6 € [0,2n[ tel que: 7 =€’ ie. tel que

z = |Z| eiArg(z)

cos(0) = Re (Z), sin(0) = Im (2)

|z

est appelée forme exponentielle (ou forme trigonométrique) de z. |z

. . . . £ La forme exponentiell IS : = 1% 1l arrive parfoi I'angl
Avant de poursuivre, on introduit un complexe relativement usuel donné sous forme a torme expenaiislie estalos: 2 =|z)e e L

exponentielle, noté j*, qui interviendra dans une prochaine section. ) . , s . . , ,
Méthode Technique de l'angle moitité (forme trigonométrique d’'une somme d’expo-
e Notation Complexe j 0 nentielles imaginaires)

2im

On note généralement j = e = — Soient deux nombres complexes z, z’ de module un donnés sous forme trigono-

métrique : z = €',z = e!% avec (0,0') € [0,2n[%. Alors la forme trigonométrique
de z + Z' s'obtient par le calcul suivant :

+1

~[S

1
2

Proposition ALG.1.7 | Propriétés de j

4 j3:]_, j:jz’ z+z’:eie+em’:eie+7y(eie;-el+e_ie_29’)
» 1+j+j*=0.
f 0-0
“attention, il ne s'agi j » utilisé ici i alui dési i— i =2 COS( )
, git pas «du j » utilisé par les physiciens, qui quant a lui désigne notre i — eh oui, la 2

vie est mal faite!
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)

La méthode s’adapte a z — z’ en faisant apparaitre un sinus. On obtient alors fa-
cilement module et argument :

|z+z'|:2

00 ,
cos( > )', Arg(z+2') =

Exemple 1— Déterminer module et argument de 1 + e'® avec 0 € [0, [. Que dire si

, s 020
0 € [m,2m[? @ On met en facteur l'angle moitié, i.e.e' 2 . Nous avons alors :
: L0 ( _:040 048 0) .o
1+el®=el2 (e‘IT +e‘T) = ZCos(E)e‘?.

Alors | 1+ ei9| = ‘Zcos (g)’ =2cos (g) puisque® € [0, n[. Donc la forme trigonométrique
del+e'® est

[NJIS-)

. 0\ .
1+e'®= 2005(5) e

Si 0 € [m,2n], alors |1 +eie| = |2cos(g)1 = -2 cos(g). Donc la forme exponentielle
est:

Passons a quelques propriétés de 'argument d'un nombre complexe, qui découlent
des propriétés déja établies sur 'exponentielle imaginaire.

Proposition ALG.1.8 | Propriétés de ’'argument

Soient z et z’ deux complexes non nuls. Alors :
1. Arg(zz') = Arg(z) +Arg(z') (27,
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2. Arg(g) =Arg(z) —Arg(z') [27],
3. Arg(z) = -Arg(z) [2m].

(]

Preuve Découlent essentiellement des propriétés établies sur e'® avec 8 € R.

— Proposition ALG.1.9 | Caractérisation de I’égalité de nombres complexes

Soient z, z' deux nombres complexes. Alors :
e Re(z) = Re(Z')
Z=2 Im(z) = Im(Z)
ol = |2
Arg(z) = Arg(z') [2n].

Remarque 2.2 — Comment choisir la forme a utiliser? Lorsque l'on cherche a dé-
montrer un résultat sur des nombres complexes, il ne faut pas systématiquement
I'écrire sous forme algébrique :

z=Re(z)+ilm(z).

Cette forme est adaptée aux problemes «additifs», ol1 ce qui intervient est plutot
des sommes (ou plus généralemnt des combinaisons linéaires) de complexes. Les
problemes « multiplicatifs » se résolvent mieux en utilisant la forme exponentielle
lorsque z # 0 :

7= |Z| eiArg(z)_

Définition ALG1.9 | Exponentielle d'un complexe quelconque
Soit z € C. On définit I'exponentielle de z comme étant le complexe noté e* sui-
vant:

ez — eRe(z) e-i Im(z).
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Remarque 2.3 — Attention a bien comprendre la nature des exponentielles ci-
dessus. Comme Re(z) € R, la premiére est 'exponentielle réelle définie au lycée
comme unique solution de 1'équation différentielle y' = y,y(0) = 1. La seconde, en
revanche, a été définie dans la sous-section 2.2.

En tenant compte des propriétés de 'exponentielle réelle d'une part, et de 'exponen-
tielle imaginaire d’autre part, on obtient la proposition suivante.

—— Proposition ALG.1.10 | Propriétés de 'exponentielle complexe

! ! ! Z
— Z < Z—Z _ €
=efe*, e =%,

V4

1. Pourtout (z,z') € C?>, ona: e**?

2. PourtoutzeC,ona: e*=1 <= ze2inZ
3. Enfin, tout complexe non nul Z € C* peut s'écrire sous la forme Z = e* pour un

*

2 est surjective.

— @

e

certain z € C. Autrement dit, 'application

e Attention Non-existence d’un logarithme complexe

La derniere assertion ne dit pas que z — € est une bijection, nous n’avons donc
pas construit de logarithme complexe.’

Preuve

*1l en existe en fait une infinité, mais cela dépasse largement le cadre de notre programme.

BCPST2 @ 2021 / 2022

Exemple 2 — Soit z € C.

Chapitre ALG1. Nombres complexes & Trigonométrie

1. Calculer module, argument, partie réelle et partie imaginaire de e*.
2. Déterminer ensuite I'ensemble {z € C, e* = 1}. Existe-t-il un logarithme complexe,
i.e.exp:z € C— €” est-elle une bijection?
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On résume les différentes propriétés, avantages et inconvénients de chacune des
deux formes. La forme exponentielle est donc

Forme cartésienne Forme exponentielle

Lien X=r+iy 7 = rel®
Egalité z2=7 —x=x,y=y z=z —r=r,0=6¢
(mod 2m)
Somme 22 = (x4 )+ () 2= ret
Produit zxz = tanf=2 cosO=
I _ ! . ! ! x g _ z
(xx"—yy")+i(xy' +x'y) " sinO ==
. 5 /
Puissance zx 7 = rrel®+9)
Inverse 1_2 _ xiy 21— pheind
z~ zz  x%+y?
Quotient 1_1,-i0
z r
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yXl Complément - racines 7-iémes d'un complexe [H.P]

Cette sous-section porte le label [H.P|, cependant elle est trés classique, et tombe
régulierement dans les sujets d’écrits.

De maniere générale, on appelle «racine n-ieme» d'un objet mathématique une
quantité qui élevée a la puissance n donne cet objet (I'objet en question peut étre
un réel, un complexe ou méme une matrice).

Regardons pour commencer un exemple. Notons K = R ou C et considérons I’équa-

tion z3 = 1 avec z € K.

1. SiK =R, I'équation n'admet qu'une solution : 1.
2. SiK = C, on voit que j = e?™3 convient, mais aussi j?
allons montrer que ce sont les seules.

= e4™3 _ et en fait nous

On constate que : I'ensemble des racines cubiques complexes de 1 contient l'en-
semble des racines cubiques réelles de 1, et il y en a systématiquement au moins
autant dans C que dans R.
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Passons a présent au cas général.

—— Définition ALG:1.10 | Racines n-iéme
Soit n € N* et a € C. On appelle racine n-ieme de a tout complexe z € C tel que
z" = q, i.e. une racine du polynome X" — a.

»  Onnote U, (o) 'ensemble des racines de X" —a. Si a = 1, on parle de racine
n-ieme de l'unité, i.e. les racines de X" — 1. On notera U,, 'ensemble de ces
complexes.

»  Sin =2, on parle de racine carrée de a, pour n = 3 de racine cubique.

Il s’agit d'un probleme multiplicatif (avec des puissances), donc la bonne forme a
adopter est la forme exponentielle, nous allons tres largement nous en servir dans la
suite.

Notation

» Les notations \/a et {/a sont réservées a a € R, (ou bien a € Rsi n est im-
pair).

BCPST2 @ 2021 / 2022
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Les notations /a et {/a ot a € C\ R sont interdites (elles n'ont aucun sens
car il n'y a pas unicité).

Que nous donne la théorie des polynomes? Le polynome X" —a étant de degré n, nous
savons qu'il posséde au plus 7 racines (voir le Chapter ALG.2 pour plus de détails).
On peut méme encore préciser : comme (X" — )’ = nX""! et que 0 n'est pas racine,
on sait que toutes les racines de X" —a sont simples. En conclusion : nous avons alors
acces au nombre de racines n-iémes de 'unité

#U,=n|

On va donc déterminer a présent explicitement les racines d’'un complexe «.

~—— Théoréme ALG1.2 | Racines n-iéme d'un complexe o [H.P]
Soient n € N\ {0} et « € C* un complexe non nul, p = |a| et 8 un argument de a.
Lensemble des racines n-iemes complexes de o est

1 ;8 2in
- o)
une racine n-ieme de o

En faisant a = 1 (i.e. p = 1,0 = 0) dans I'énoncé précédent, nous déduisons le corol-
laire ci-apres.

~—— Corollaire ALG11 | Racines n-iéme de 'unité [H.P|
Soit n € N\ {0}. Lensemble des racines n-iémes de I'unité (i.e. de 1) est :

2inm

Un:{eTk, ke]o, n—l]]}.

En particulier :
U, =(L,-1} et Uy={1jj*}={1j]}.

On retrouve bien entendu le fait qu’il y a n racines n-iémes, que ce soit pour un com-
plexe non nul ou bien 1.
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Chapitre ALG1. Nombres complexes & Trigonométrie

Attention
Les calculs doivent étre refaits a chaque fois pour le 7z considéré, et vous ne pou-
vez pas vous servir de ce théoréme tel quel.

0 Méthode Calculs de racines n-iéme de complexes Exemple 3 — Structure géométrique

On cherche donc les solutions de z" = a avec a # 0 (si « = 0 il n'y a que zéro
comme solution).
1. Calculer la forme trigonométrique de o = pe'®. cédent.
2. Chercher z sous la forme z = p’eie’.
3. En remplagant, on obtient comme conditions (p')" = p et n®’ = 0 + 2k avec
k € Z. Résoudre ces deux équations puis conclure.
Dans la pratique, la méthode sous-entend que l'on est capable de trouver une
racine n-ieme de a.

1. Déterminer U,. On refera le calcul, puis on controlera le résultat avec I'énoncé pré-

Preuve (Point clef — Chercher les solutions sous forme exponentielle)

2. Dessiner les points géométriques d’affixes les éléments de U,,U; et U,. Que

remarque-t-on?
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VISUALISATION GRAPHIQUE DES RACINES DE LUNITE  On propose deux situations, celui des
racines troisiemes et quatriemes.

3. Déterminer les racines quatriemes de —16. @

4, Déterminer les racines cubiques de 1 +i.
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Im

j=es3 1
N
_2n
X=
\ 1
0 Re
\
3
4in i
]2 =e 3
(a) Racines cubiques
Im
1
e
,///H
— 2n
ﬂ— n
1 i |
17 T
0] Re

(b) Racines quatriemes
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n TRIGONOMETRIE & APPLICATIONS DES NOMBRES COMPLEXES

Les applications sont trés nombreuses, nous ne précisions ici qu'une infime partie
d’entre elles. Notamment celles en trigonométrie, ceci est di a I'exponentielle com-
plexe qui fournit un pont entre les deux domaines. Ces applications trigonométriques
ont été largement utilisées dans de nombres disciplines, notamment en physique
pour I'étude de circuits électriques en régime sinusoidal forcé.

m En trigonométrie
m Formulaire

On rappelle dans cette sous-section les formules principales de trigonométrie a
trés bien connaitre, ainsi qu'une roue de secours pour certaines d’entre elles fai-
sant intervenir les nombres complexes. Les définition de cos, sin, tan étant supposées
connues.

— Proposition ALG.1.11

Les fonctions sinus et cosinus sont définies et dérivables sur R et 2Zn—périodiques.
La fonction sinus est impaire, et la fonction cosinus est paire. De plus :

Vx eR, cos'(x) = —sin(x), sin'(x) = cos(x).

— Proposition ALG.1.12

|
La fonction tangente est définie et dérivable sur 2,,, = R\ {E +km, ke Z} et est

n—périodique. La fonction tangente est impaire. De plus,

1
VX € Deays tan’(x) = 1 +tan®(x) =

cos?(x)’
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_1 CgNOS —1 pr[?

-2 / -2

-3 -3

Par simple lecture graphique sur le cercle trigonométrique (cf. le cours de 1ére année),
nous déduisons les résultats ci-apres.

—— Proposition ALG1:13 | Résolution d’équations
1. Soit (x,y) € R,

cos(x)=cos(y) <= 3JkeZ (x=y+2km) ou (x=-y+2km).

2. Soit (x,y) € R,

sin(x) =sin(y) <= 3Jke€Z (x=y+2kn) ou (x=m-y+2km).

3. Soit (x,y)€ @tzan'

tan(x) =tan(y) <= 3JkeZ (x=y+kmn).

Exemple 4 — Résoudre sinx = cosx en x € R.

BCPST2 € 2021 / 2022
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—— Proposition ALG.1.14 | Valeurs remarquables

T 2w T n
x 0 - =
1
2

B
S

cos(x) 1 — — 0
2 2
1 2 3

sin(x) 0 -— i — 1
2 2 2
V3

tan(x) O —3 1 \/§

— Proposition ALG:1.15 | Formules d’addition
Soient x,y € R.
P  cos(x +y)=cos(x)cos(y) Fsin(x)sin(y),

»  sin(x + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x).

En cas de trou de mémoire sur I'une des formules ci-apres, toujours refaire un dessin
de cercle trigonométrique.

Corollaire ALG1.2 | Formules de transformation d’angles

goit x€R.
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Chapitre ALG1. Nombres complexes & Trigonométrie

- Méthode Ecriture d’une combinaison linéaire de fonctions trigonométriques sous
»  cos(—x) = cos(x), » cos (5 - x) = sin(x), Q «forme déphasée »
¥ sin(-x) = —sin(x), > sin (E _ x) — cos(x) Soient a, b, x € R. On souhaite transformer 'expression E(x) = acos x + bsinx en
: cos (i — x) = —cos(x), %T pcos(x + ), avec p € R*,p e R.
sin(r - x) = sin(x), » cos (— + x) = —sin(x), 1. Mettre p = v/ a? + b? en facteur, de sorte que
4 cos(m+ x) = —cos(x), 2
. . . (T
»  sin(m+x) = —sin(x), » sin (— + x) = cos(x) a b .
2 E(x) =p|—cosx+ —sinx|.
p p
2 2
Et enfin, les cas particuliers x = y dans les formules d’addition fournissent les for- 2. Comme (g, —g) est sur le cercle unité, puisque (g) + (—%) =1, il existe ¢ €
mules dites de duplication. (0,27 tel que :
S cos ———— =sin@
Corollaire ALG1.3 | Formules de duplication / anti-linéarisation = T = .
, P vV a? + b? V a?+ b?
Soit x € R.
»  cos(2x) = cos®(x) —sin®(x) = 1 — 2sin?(x) = 2cos®(x) — 1. 3. Alors E(x) = cos x cos ¢ — sin x sin ¢ = cos(x + ¢).
P sin(2x) =2cos(x) sin(x). Une méthode analogue existe si 'on souhaite une forme déphasée de la forme

psin(x + ), il suffit de choisir I'angle différemment.

Ou encore, de maniere équivalente, nous avons le corollaire suivant. P . . .
Remarque 3.1 — Interprétation Lasomme deux signaux sinusoidaux est encore un

signal sinusoidal.

Corollaire ALG1.4 | Formules de linéarisation

Soit x € R. Alorsl : 20 Exemple 5— Ecrire sous forme d'un sinus puis d’'un cosinus l'expression \/Ecose +
+ cos(2x
»  cos?(x) = — v/6sinB avec 6 € R.
1-cos(2x
»  sin®(x) = %

Une application importante de ces formules est le calcul d’intégrales de la forme
b b

f cos?(t)dt, f sin?(¢) dt avec a < b deux réels. Des exemples seront faits dans le
a

a
Chapter ANA.11. On obtient immédiatement le corollaire ci-apres.

Une derniere conséquence des formules d’addition est la transformation d’expres-
sions trigonométriques en cos ou sin.
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m Techniques calculatoires

Les nombres complexes, grace a 'exponentielle complexe, fournissent une méthode
beaucoup plus efficace que les formules précédentes pour linéariser et anti-linéariser
des expressions trigonométriques compliquées. Rappelons la méthode.

0 Méthode Linéarisation & Antilinéarisation avec des complexes
1. (Pour linéariser cos 0,sin*0) écrire

) vk ) vk
. ele+e i0 . ele_e i0
cos"0=——| , sin“6=|———| ,

2 2i

puis développer avec le bindme, regrouper les termes avec leur conjugué, uti-
liser les formules d’ EULER.
2. (Pour antilinéariser cos(k0),sin(kB)) écrire

. .o\ k
cos(k0) = Re (e‘ke) = Re ((ele) ) =Re ((cose +i sine)k),
MOI1VRE
; ;9\ k E — Anti-Linéarisati it x € R. Expri 4 f i ,
sin(k0) = Im (e‘ ke) - m ((e‘e) ) —Im ( (cosB +i sin) ,C)’ xemple 7 nti-Linéarisation Soit x xprimer cos(4x) en fonction de cosx
Morvre sin x, en utilisant les nombres complexes.

puis développer avec le bindme et calculer les parties réelles et imaginaires.

Exemple 6 — Linéarisation Soit x € R. Linéariser cos? x et sin®x en utilisant les

nombres complexes @
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Les complexes peuvent rendre de multiples services en trigonométrie, y compris les
calculs de sommes de fonctions trigonométriques, comme le montrent les exemples
ci-apres.

0 Méthode Calculs de sommes trigonométriques

1. Ecrire cos,sin comme des parties réelles/imaginaires d’exponentielles com-
plexes.

2. Utiliser la linéarité de Re(...),Im(...), i.,e.: Re(}X...) = Y Re(..), Im(}...) =
Y Im(..).

3. Utiliser la formule donnant la somme de termes géométriques. Conclure.

n n
Exemple 8 — Calculer pour tout n € N les sommes ) cos(kx) et Y_ sin(kx) pour

k=0 k=0
xeR.

I coskx
Exemple 9 — Calculer pour tout 72 € Nlasomme ), —
k=0 COs* x

pour x € Rtel que cosx #
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>

n
— Y Re[—

= |\ (cosx)k
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o coskx (= (cosx)k

nocoskx (! Re(eik")

k )
ik (cosx)® estréel

la partie réelle est linéaire

n eix k
Re
kg‘o COS X , . L,
' somme de termes d’'une suite géométrique, car cosx #*
1— ( e* )"+1 e'* pour les x qui nous intéressent
COSXx
Re eix
COos X
ei(n+l)x
" cos™1x
Re| —
COoSXx 2 . A ~ .
i réduction au méme dénominateur
COSn+1 x_el(n+l)x
n+1
Re | —x
cosx—el*
CcoSX 1 R
i cos™(x)
1 R CoSn+1 x — e1(n+1)x
cos™ x oS x — ei¥ forme  algébrique
es nombres com-
) o d b
1 Re cos" x — (cos(n + 1)x +i sin(n + 1)x) plexes
cos" x cosx — (cosx +i sinx)
1 R (cos™! x —cos(n+1)x) —isin(n+ x
e —
cos" x —isinx

1 sin(n+1)x

cos” x sinx

28
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Chapitre ALG1. Nombres complexes & Trigonométrie

EXERCICES

Exercice ALGA1 | Vrai ou Faux?

1. Soit z € C, la partie imaginaire de i z est égale a celle de z.
2. SOlent ZI’ZZ € C AlOI‘S |Zl - Z2| S |Z1| - |Z2|.
3. Soit z € C. Alors le conjugué de e° est e°.

Généralités

. . s . .
Exercice ALG1.2 | Soit 0 € R\ (E +km, ke Z). Déterminer le module et un argument
1
1+itan0’

Solution (exercice ALG.1.2) [P

11 s’agit de trouver une forme exponentielle pour 1 +i tanf. Nous avons 1 +i tanf =

\/1+tan26( 1 ).Or,1+tan26: L

V/1+tan20 cos?@’

itan0

donc
V1+tan20

1+itan6 = (IcosB| +i |cosB|tanB).

1
|cos 0|

» siOe ]—g +km, 5+ kn[ pour un certain k € Z. Alors

l+itan6 = (cosO+icosOtanb)

cosH

1 1 .
= cos0+isinO) = elf |
cosﬂ( ) cosB
En passant a I'inverse, on déduit alors :

e A e g
——— | =cos0, rgl———|=- .
1+itan6 & 1+itan6

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

> sife g + kT, 37" + kn[ pour un certain k € Z. Alors

l1+itan6=—

—cos0 —i Otan0
cose( cosf —icosOtan®)

. 1 .

En passant a I'inverse, on déduit alors :

—cos6, Arg(

1+itan®

1
(1+itan6‘_ )——6—7[ [271].’

Attention a ne pas simplifier le signe moins dans ce second cas, 1/ cos9 étant né-
gatif ce nest pas le module.

Exercice ALG1.3 | Soient n € N et x €] — m, t[. Déterminer le module et un argument
1+iv/3 )”

de: a=(1+cosx+i sinx)" et [3:( !
—i

Solution (exercice ALG.1.3) [

Soient nn € N et x €] — m, mt[. Il s'agit de déterminer les formes exponentielles des deux
complexes.

l1+cosx+isinx=1+¢e'*
=2 (e‘i% +ei§)

. X > technique de l'angle moitié
=e'22cos (E) formules d’Euler.

Attention, ici nous n'obtenons pas forcément le module et I'argument, cela dépend
du signe de 2 cos (%) Mais comme x €] — m, [, alors 2 cos (g) = 0, on déduit alors la
forme trigonométrique de o :

; hx

X
o =2"cos" (E)eIT.
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Chapitre ALG1. Nombres complexes & Trigonométrie

Largument est donc 2" cos” (g), et un module est %*. | Pour le second, on met sous

En simplifiant et en divisant par deux, on trouve la condition de 'énoncé :

forme trigonométrique :

1-i

|

= [2¢'3 \/Ee‘
(

2zZ2-(@+b)z—(a+b)z+ab+ab=0|

Sx\n
14)

Résolution d’équations & Racines

z6+1:i\/§.

Exercice ALG.1.5 | Résoudre dans C1'équation :

Exercice ALG1.4 | Soient A et B deux points distincts du plan, d’affixes respectives a

et b. Montrer qu'un

point M d’affixe z appartient au cercle ' de diamétre [AB] si et Solution (exercice ALG.1.5)

seulementsi: 2zzZ— (G@+Db)z—(a+b)Z+ab+ab=0. On cherche z sous la forme exponentielle z = pe'® avecp > 0 et 0 € [0,2n[. On a
Solution (exercice ALG.1.4) |F Br1=iv3 = %0 =_1+i\/3
Lappartenance au cercle en question s'exprime a l'aide de l'affixe du centre et d'un
module. Laffixe du centre du cercle est %b, et la distance d'un point M(z) au centre = pSefi®=2 (_l +i é)
est 2 2
Z_a+b = pBefi® =2¢l ¥
2 27
— p®=2, 60=—+2kn, keZ
Ainsi, la condition d’appartenance au cercle est la suivante : =2 T3 ’ ’
a+b b-a n kn
M@ el < |z-— _ 5 | = p=V2 9——+— keZ
a+b?> |b-al? dvati ) —
= ]*- 2 T4 clévation au carre Lensemble des solutions est donc {{S/Zelﬁ‘L?, ke Z}. ’ On peut aussi ne garder que
a+b a+b)y 1 R les six premiéres valeursdek . ........ ... ... .. ..
= (z— )(z— ):—(b—a)(b—a) P
2 2
— (2z-a+b)2z—a+b)=b-a)b-a) . R ) [ 2n s 4
- Exercice ALG.1.6 | Autour des racines 7-iemes Soientu =e'7,S=u+u"+u" etT =
— @z-a-b)2z-a-b)=(b-a)b-a) B+ b
< 4|z|*-2zab-2zb-2az +|al* + ab—2bZ + ba + | b|* ,
- 1. Montrer que S et T sont conjugués, et que Im (S) = 0.
= |bl* + |al* - ba - ba.
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2. Calculer S+ T et ST.
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3. En déduire que : 2,
21 4n 81 1 27 41 81 \/§ 6 1-u’ 1-1
coOsS— +Cc0s— +cos— =—— et sin— +sin— +sin—=—. = k_ = = =_
7 2 7 7 7 2 S+T+1 kZ::Ou -u 1-u =
Solution (exercice ALG.1.6) | ]
Puis
1. Constatonsquezi=e' 7 =e ' 7 =e™i 747 = ¢l'7* = 5 De-méme: ST = (u+u? +u®) (W + u® + u®)

_ 46 7 5 T 8L T 910
— Wb+ + U+l U+ U’ +u
w=w=w?=u?=u"v’ =10 =1’

W+t +1+ P +1+u+1+u?+u®, enutilisant u’ =1,

_ " BT T 2+(8+T) =2+(-1[=1.]

== =v*=u>"v’ = =1.u°.

et

Les termes de S, T sont donc conjuguées dans le méme ordre, et par propriété de la 3. Constatons que

conjugaison, on obtient La deuxieme partie est plus technique, on utilise 27 4m 8n o 2n . 4m . 8w
la formule de Moivre, puis on calcule les puissances : COS —-+COS—-+COS— = Re(S) et sin 7 Fsin—tsin—- = Im (8).

Im (S) — — N
o 2“)) O, T=SetS+T=-1doncS+S=-1=2Re(S) =-1, donc Re(S) =—5 |

- Im((cos (7) +i sin(7 De plus, ST = SS = |S|?> = 1, donc S est de module un. Or, Re (S)? +Im (S)? = 1, donc

o 271112 o 27T\ 4 Im(S)* =1-Re(S)* =1-1 =3, on déduit que :
+ (cos(—) +isin(—)) + (cos(—) +i sin(—)) )
7 7 7 7 \/_
2 2 2 2 2 2 2 3
= sin(—n) + ZSin(—n) cos (—n) +4cos® (—n) sin (—n) —4cos (—n) sin® (_n) Im(S) = —.
7 7 7 7 7 7 7 2

. (27 27 327 2m) . ,(2m
:Sln(_) (1+2COS(_)+4COS (_)_4(:08 (_) sin (_)) ................................................................................
7 7 7 7 7

La partie imaginaire est donc du signe de la parenthese car sin (27“) =0, et elle vaut . ) ) ) )
Exercice ALG.1.7 | Résoudre les équations suivantes dans C :

21 3 (21 2m) | ,(2m
1+2cos|—|+4cos”|—|—4cos|— |sin“|— z_

7 7 7 7 1. ez— 7.
~ 27 , (2T L, (2m 2. e*=-8+8i.
=1+2cos 3 1+cos - —sin - 3. i+ez+2:\/§.

2n 52T . .
=1+2cos — 2cos - =0 Solution (exercice ALG.1.7) |

Notons z = x +1iy avec x,y € R dans tout I'exercice. Rappelons que e* = e*e'?. Alors

puisque cos (27”) = 0. Donc finalement| Im (S) = 0. on résout
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T
2cos n

n-1
2. OnposeS= Y |z¥-1|. Montrer que S = ——==.
- sin X
e=-7 exeiy=7ein k=0 2n
— e'=7 y=n+2kn, keZ

— x=In7, y=n+2kn, kel

Les solutions sont donc tous les complexes de [ {In7+iRk+1)m, ke Z} \
2.

Solution (exercice ALG.1.8) [

ef=-8+81 = exeiy:8\/§ei%n
3n
— ex=8\/§, y=I+2kT[, keZ

7 3
— x:ln(8\/5):51n2, y:IH+2kn, keZ.

Les solutions sont donc tous les complexes de ok

{gln2+i(37“+2kn), kEZ} ’

alors :

i+e2=1/3 e(x+2)+iy:\/g_izz(é_i%)z%ﬂg

. s In
e(x+2)+1y:2e1? . e (L kTt
z'—1=e n |2isin|—]]|,

n T
KT ofk,1 t=e:
:Zsin(—)eln(iJ'?).

n

mn
et =2, y:F-Fan’ keZ

oo

n
x=1ln2-2, y=E+2kﬂ, keZ.

Les solutions sont donc tous les complexes de

fn2-2+i (% +2k), ke 2} |

Mais comme X2 € [0, 7], sin(k—n“) = 0. Donc:

................................................................................ n

. . j2n
Exercice ALG1.8 | Soit n € N tel que n > 2. On pose z = €' "

. Nombres complexes & Trigonométrie

1. Soitk € [1, n—1]. Alors zX—1 = ' — 1. Mettons 'angle moitié en facteur. Il vient

1. Onsuppose que k € [1, n—1]. Déterminer le module et un argument du complexe
k
z"—1.

n 2

|2F -1 :Zsin(%), Arg(zk—l):n(k_,_l).’

BCPST2 € 2021 / 2022 32

ﬁ/ Lycée Louis BARTHOU — Pau



Chapitre ALG1. Nombres complexes & Trigonométrie

linéarité de la partie imaginaire

win somme géométrique, e™n # 1
l-en

=2Im| ——
1

2
=2Im - )

J .
=4Im| ——e'=

i X
=2Im|———e'2n

Exercice ALG1.9 | Soitg € |-3;3 [ fixé. On veut résoudre I'équation :

(E) (1+izQ-itang)=(1-i2)*(1 +itang).
1. Montrer que si z est solution de (E) alors |1 —iz| = |1 +iz|. En déduire que z est

réel.
2. Posons z = tan0. Justifier ce changement d’inconnue, puis résoudre (E).

Solution (exercice ALG.1.9) [

= [1-iz —
|cos | |cos |

puisque 1+ tan® = —. Donc en multipliant par |cos | et en utilisant la positivité

[1+iz|®

1. Soit z une solution, alors passons au module :

E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau

des modules, on obtient : [ [1+iz|=]1-1iz|. } Elevons ceci au carré, on a alors :

1

+

iz|=1]1-iz|

[1+iz|>=|1-iz|?

1-iz+iz+|z1?°=1—iz+iz+|z|%.

=
= ((1+iz)(1-iz)=01-iz)(1+i%2)
=
= z=2.

Donc

. Lafonction tan réalise une bijection de ] -2z [ dans R et nous avons montré que z

272

estréel. Posons deslors, puisque z € R, z = tan 0 et résolvons I’équation ci-dessous
_moaf.
enfe|-2,% [ :

(1+itan0)®*(1 —itan¢) = (1 —itan0)*>(1 +i tan¢).

Elle est équivalente a

(1+itan6)3_ 1+itang
1-itan®/)

l1-itang’
ou encore, en multipliant par cos 8, cos ¢, au numérateur et dénominateur,
.. ; 3
cosO+isin0)3 [ e 6i0
0 .ol “l=6l =€
cosO—isin® e!

cosp+ising e'?

"~ cos@p—ising ei®

Donc on est amené a résoudre en 0 € ] —g, g [ :
eGiO — eZi(p.

D'ol160 =2¢p +2kmaveck € Z, i.e.0 = (pgk”

dans ] -5 5 [, I'ensemble des solutions est

H

. On ne garde ensuite que les solutions

m =

2’2

3 3

k k
«{tan(qH_ n), P+kn c
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Chapitre ALG1. Nombres complexes & Trigonométrie

................................................................................ La partie imaginaire est donc du signe de la parenthese car sin (7“) =0, et elle vaut

o 2n 32T 2n 2n
Exercice ALGA10 | Autour des racines 7-iemes Soient u = €' 7,S = u + u? + u* et 1+2cos = +4cos = —4cos|—- 7 sin® ra
T:u3+u +u6. 27[ 2 27[ 27[
=1+2cos|—||1+cos —sin?
1. Montrer que S et T sont conjugués, et que Im (S) = 0. 7 7 7

2. Calculer S+T et ST. = 1+2cos(2—n)2C082(2—n) =0
3. En déduire que: 7 7

87 1 _2n . An . 8m /3 puisque 005(7")>0. Donc ﬁnalement

b 47
COS— +C0S— +cos— =—— et sin— +sin— +sin— = —. 2
7 7 7 2 7 7 7 2 *

-u l—u

6 —u’ _
Solution (exercice ALG.1:10) | S+T+1= Z 1 _1-1 - =

— P 21 2n N .
1. Constatonsqueu=¢€e'7 =e'7 =e =el'7 = ub De-méme: Puis

=u'u’ =11 =u’, ST=(u+u?+ubH W+ u® + ub)
=ut+ub+u P+ P+ u 4

et .

=+l +1++1+u+1+u?+u® enutilisantu’ =1,

u=ut= (WO = v = w7t = W = 108 =2+S+T) =2+ (-1)[=1.]

Les termes de S, T sont donc conjuguées dans le méme ordre, et par propriété dela 3. Constatons que

conjugaison, on obtient La deuxieme partie est plus technique, on utilise o1 A 871 o1 A 871
la formule de Moivre, puis on calcule les puissances : COS — +Cos = + cos - = Re(S) et sin 3 +sin — +sin - = Im (S).

Im(S _ _

m () . o Or, T=SetS+T=-1doncS+S=-1=2Re(S)=-1,donc|Re(S)=—3 |

= Im((cos(—) +1 sm(7)) De plus, ST = SS = |S|? = 1, donc S est de module un. Or, Re (S)% +Im (S)? = 1, donc
oMy . (2m))\2 oy . (2m\)|4 Im(S)> = 1-Re(S)* =1-; = 3, on déduit que :

+ (008(7) +1sm(7)) + (003(7)+1sm(7)) )

2 2 2 2 2 2 V3
I +2sin(—n)cos(—n)+4cos3(—n)sin(—n)—4cos( T[)sm ( n) Im(S):T.
7 7 7 7

. (2
=sin|—
7 7 7

|
o[ (1 2008 2] aco? () caoos ([T (2] e
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Trigonométrie Solution (exercice ALG.1.12) | PP

En utilisant les formules d’Euler, nous avons

~ n n . .
Exercice ALG111 | Al'aide des nombres complexes, établir que pour tous (x, y) € R?: Y cos?(px) = i Y (elpx + e—ll’x)z
p=0 p=0
X+ xX- 1 & (o 2
1. cos(x) +cos(y) = Zcos( 5 y)cos( 5 y). =2 > (ez”’x +e72Px +2)
=0
2 sin(x)—sin(y):2cos(x+y)sin(x_y) 1” noo. n .
2 2 ) :—(Z e2"’x+2e_2"”‘+(n+l))
4 p=0 p=0
. o _p2i(n+x _e—2i(n+)x .
Solution (exercice ALG.1.11) | %‘ 1 1e—e2ix 1 le_e_Zix +2(n+ 1)) six¢Z,
) === sinon.
cosx +cosy =Re (eix + eiy)
Re (ei xy (ei B i )) Or, par propriété de la conjugaison, on constate que :
et x— 1 — e2in+)x 1 —e~2i(n+Dx
:Re(elTyZCOS( y)) © — = © .
2 1 —e2ix 1 —e2ix
xX—y x+y . . . . , s
=|2cos 5 cos >t Dong, si x ¢ N, on peut finir le calcul en utilisant la technique de 'angle moitié
n 1 1— 2i(n+1)x
2(px) = — |2Re| ——— | +2(n +1)
De-méme: 2, cos*(px) = 4 1 — e2ix
p=0
. . : ( . iy) 1 Re el _2cos((n+1)x) r(n+l)
sinx —siny =Im|(e'* —e =3 o 205 ()
e G o ST o
—Im(e‘ ’ (el e )) 1 nx) cos((n+1)x)
. _ =|—|cos|—|———— +(n+1)].
=Im (e‘ 2 2i sin (— ) 2 cos (x)
X - X+
:‘ZSIH( )sin( 2}’)’
Exercice ALG113 | Soient n € N et (o, B) € R%. Calculer :
................................................................................ " (n
1. C=) |, |cos(a+kp),
i=o\k
n n n
Exercice ALG112 | Soient n € N\ {0} et x € R. Calculer: ) cos*(px). 2.5=) r sin(a + kf).
p=0 k=0
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Solution (exercice ALG113)

Commencons par calculer

n () .
i(a+kp)
€ ’

£l

il suffira ensuite de calculer la partie réelle et imaginaire.

" (n| . & (n) ok
Z ( )el((x+k[3) — el Z ( ) eib
izo\k i=o\k ( ) > binome

=el® (1 + eiﬁ)n
a BY)\" > angle moitié
=e'“ (e‘? (Zcos(g))) ,

— ei(x+ni22n cos™ (E)
5

On déduit alors les parties réelles et imaginaires,

§ (2t k< e[ ot

k=0

=|2"cos” (g)cos (oc+ ng),
g’o (Z) sin (o + kp) = Im (éo (Z)ei(a+kﬁ))

=|2" cos”(g)sin ((x+ng) .

BCPST2 € 2021 / 2022 36

Chapitre ALG1. Nombres complexes & Trigonométrie

m/ Lycée Louis BARTHOU - Pau



