DEVOIR SURVEILLE # 7

le Samedi 06/02/2022, 8h — 11h
7
Consignes La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements,
entreront pour une part importante dans 'appréciation de la copie. Les abréviations,
sigles ou phrases nominales sont a proscrire. La numérotation des exercices (et des
questions) doit étre respectée et mise en évidence. Les résultats doivent étre encadrés
proprement.

Chaque candidat est responsable de la vérification de son sujet d’épreuve : pagina-
tion etimpression de chaque page. Si, au cours del’épreuve, un candidat repere ce qui
lui semble étre une erreur d’énoncé, il convient de le signaler sur la copie et de pour-

suivre la composition en expliquant les raisons des initiatives qui ont été prises.

Lusage de la calculatrice est interdit.

Probléeme 1 Dans tout le probléme, n, p désignent deux entiers naturels non nuls, et
on note :

N
k=1

Dans la partie I, on calcule I'inverse d'une matrice de taille 3, les résultats obtenus
seront repris a la fin de la partie IT ol on démontre quelques propriétés de S,, ,, (équi-
valent, caractere polynomial). Ces propriétés seront exploitées dans le calcul d’'une
limite d’'une probabilité (partie III).

PARTIE | — REDUCTION ET INVERSION D'UNE MATRICE
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1. On se place dans I'espace vectoriel R, [X] et on considere la matrice ci-dessous re-
présentant trois polyndmes (R, S, T) dans la base canonique :

111
M=|0 2 3].
003

11) PréciserR,S,T.
12) Déterminer les valeurs propres de M et en déduire que M est diagonalisable.
1.3) Déterminer une matrice D et une matrice inversible P tellesque M =P-D-
lab
P!, o1 P sera choisie de laforme P= [0 1 ¢ |avec a,b, c trois réels.
001
2. 21) Calculer M. Que peut-on déduire de I'existence de M~! concernant la fa-
mille (R,S,T)?
2.2) Déterminer (a, b, ¢) € R tel que (1 +X)?2 =aR+ bS+cT.

3. Décomposer le polynome aX +bX? +cX?® en produit de facteurs du premier degré.

PARTIE Il — CALCUL DE L'EQUIVALENT D’UNE SOMME Soit f une fonction réelle d'une va-
riable définie sur [0, 1]. Cette fonction est supposée croissante strictement, continue
et positive.

4, Justifier I'existence del, = n fol f et démontrer queI,, > 0.

5. 51) Démontrer que:
Vke[l,n], Vxe k_l,s, f(k_ )<f(x)<f( )
5.2) En déduire que:
17 1 1 n
w (3] [ reae< (7).
Th f(%)

5.3) Encadrer le quotient et en déduire que :

e
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5.4) ATlaide d’une fonction judicieusement choisie, démontrer que :

np+l

Sp

M notoo p+1°

PARTIE IIl — APPLICATION PROBABILISTE On considere n = 1 urnes U, ..., U,, contenant
des boules grises et blanches. On suppose que I'urne U;, i € [1, n] contient i boules
grises et le reste en boules blanches. On procede a I'expérience suivante :

»  on choisit une urne de maniere équiprobable,
»  puis on pioche p € N boules dans cette urne, avec remise.

Onnote alorsL;,i € [1, n] 'événement «on sélectionne 1'urne i» puis A 'événement
«on a choisi au moins une boule blanche parmi les p boules piochées».

6. Pourtouti € [1, n], déterminer P (L;).

7. Déterminer P(“A|L;) pour tout i € [1, n], et en déduire P (“A), P (A) en fonction de
Sy

8. Déterminer ,lli_IpOOP (A) en fonction de p.

Probléme 2 Etude de la loi Gamma. D’apres Calculs & Raisonnements. Dans tout le
probleme n désigne un entier naturel non nul et a, A et A’ sont des réels strictement
positifs.

Dans la partie I, on détermine 'ensemble de définition d’'une fonction définie par
une intégrale. Dans la partie II, on établit quelques propriétés remarquables de cette
fonction et on en calcule des valeurs. Cette fonction est utilisée dans la partie III pour
construire une densité de probabilité dont on constate qu’elle est en lien avec les lois
de PO1SSON.

PARTIE | — ENSEMBLE DE DEFINITION D’UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE ~ Soit x un réel

et I' la fonction définie sur une partie de R par :

+00 1
F:x—»f et lds.
0
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1. 11) Calculerlim,_ . e 't**! et en déduire qu'il existe T € [1,00] tel que :
—tex-1 1
Vtel[l,oof, t=2T = et Sﬁ'
+00 1
1.2) Pour quelles valeurs de x, f e 'r*~! dr est-elle convergente?
1
1
2. 21) Démontrer que f t*~1dt converge si et seulement si x > 0 et donner dans
0
ce cas la valeur de cette intégrale.
1
2.2) Endéduire que f e 't*~1 dt converge si et seulement si x > 0.
0

3. Déduire des questions précédentes 'ensemble de définition de T'.

PARTIE Il — QUELQUES PROPRIETES DE CETTE FONCTION

4 41) Démontrerque: VxeR}, T(x)>0.
42) Démontrerque: VxeR:, T(x+1)=xI(x).
4.3) Calculer I'(1) puis démontrer par récurrence que pour tout n € N*,

I'n)=m-1.

5. On admet que I' a une limite en 1, en 0* et en +oo.

51) Déterminer ces trois limites.
5.2) Déterminer également lim @
)3-3000 x2 . +00 x2
6. 6.1) Rappelerlavaleur de f e” 2z dx et en déduire f ez dx.
—o0o 0
6.2) Alaide d'unchangement de variable que I'on justifiera avec soin, démontrer
que: T (%) =/m
6.3) En déduire enfin, pour tout n € N, une expression de F(n + %) a l'aide de
factorielles.
PARTIE Il — UNE DENSITE DE PROBABILITE  On rappelle que a, A et A" sont des réels stric-

tement positifs et on considére la fonction f, , définie sur R par :

A —Ax .a-1
{rm)e X

six >0,

six <0.
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7. 71)  Etudier la continuité de f, , sur R* et déterminer a quelle condition néces-
saire et suffisante, f, , est continue sur R.
7.2) Etudier les variations de f, , sur R}.
8. 81) Justifier que f; ) est une densité de probabilité d'une variable aléatoire sui-
vant une loi que I'on précisera.
8.2) Plus généralement, montrer que f; , est une densité de probabilité d'une va-
riable aléatoire X.
8.3) Quelle est alors une densité de la variable aléatoire %X?

9. En utilisant les résultats de la premiére partie, démontrer que: E (X) = {.

10. On suppose dans cette dernieére question que a est un entier naturel non nul et
on note ¢ un réel strictement positif, et Z désigne une variable aléatoire suivant
une loi de PoissoN de parametre At.

10) Démontrer que la fonction ci-dessous F, , est une primitive de f;,  sur R* :

a-1 (Ax)k .

Vx €R*, F,\(x) = _k;o k!
0 six <0.

six =0,

10.2) En déduire P(X > 1).
10.3) En déduire enfin que PX > t) = P(Z < a).
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CORRECTION D’apres la formule de changement de base, si on considére les matrices

100 112
Solution (probléme 1) | D=[{0 2 0| et P=|01 3|}
003 001

onaM =PDP!,
PARTIE | — REDUCTION ET INVERSION D'UNE MATRICE 2. 21) Onrésout le systeme linéaire associé a M :
1. 11) Ona par lecture de la matrice : xtytz=a x=a-bl2+cl6
2y+3z=b << y=Mmb-0)/2 .
3z=c z=cl3

R=1, S=2X+1, T=3X?+3X+1|
| |

Ce systéme possede donc une unique solution donc M est inversible et
12) Les valeurs propres de M sont |1,2et3| En effet M est triangulaire

donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux. La matrice ) 1 -1/2 1/6
[M est donc diagonalisable | car elle possede autant de valeurs propres que M7 =10 1/2 -1/2]|
sa taille. 0 o 1/3
x
13) SoitX = |y | € M, (R). On détermine les sous-espaces propres E, pour A € Le fait que M soit inversible entraine que les polynomes R, S et T forment
z une famille libre.
{1,2,3} en résolvant : 2.2) Matriciellement, ce probleme se traduit par I'égalité :
X+y+z=x —0 L1 Z 1
MX=X < 2y+3z=y = y=u 02 3]x =?
3z=z z=0 003/ \c/ U1
y=x qui a pour unique solution
MX =2X <<— —0 " ,
“= ay (11 17" (1 1 -1/2 1/6 1 1/6
MX = 3X x =2z b|=10 2 3 x|2]1=(0 1/2 -=1/2|x|2]=[1/2].
T Vy=sz ¢c) \oo3 1) \o o 13) \1) s
P . 2 _1 1g, 1 Iy 4
Ainsi : Onadonc: ‘ (1+X)"=sR+ 35+ 3T. ’ On pouvait également développer et
identifier tous les polynoémes, coefficient par coefficient.
1 1 2 3. Ona:
E,(M)=Vect|0], E,M)=Vect|1]|, EzM)=Vect|3 1 1 1 X X
0 0 1 6X+§X2+§X3=E(ZX2+3X+1):E(2X+1)(X+1).

BCPST2 € 2021 / 2022 4 E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau



PARTIE Il — CALCUL DE L'EQUIVALENT D'UNE SOMME autrement dit que

£

4, [In est bien déﬁniel puisque f est supposée continue. De plus f est strictement
croissante donc Vx >0, f(x) > f(0) = 0.

5. 51) Pour x € [%,% , 1 £l < x < £ donne puisque f est crois-
sante : 5.4) On peut appliquer ceci a la fonction f : x — x”. Plus précisément on re-
k-1 k marque que :
f(—) =fx) sf(—) ’
n n
1 npP*l
; k-1 k . . —n”Zf( ) nfx”dx= .

5.2) Intégrons sur [T X! et sommons la question précédente entre 1 et 7. On A p+1

obtient :

Z k 1 ( )dx < Z f f(x) dx < Z f ( )dx, PARTIE IIl — APPLICATION PROBABILISTE

6. Par définition d'une loi uniforme, nous avons :
D’apres larelation de CHASLES, et en sortant les constantes on obtient alors :

—Zf( ) ff(x)dx<—zf() vie[l, n], .

n =1
En faisant un changement d’indice dans la somme de gauche, il vientalors: 7 71) Lévénement “A est 'événement «on n'a choisi que des boules grises».
D’apres les données de 'énoncé, puisque 'urne i contient exactement i
1 . . .
1 ”Z f( ) [ Foodx < l i ( ) | boules grises sur 7, et que les choix des p boules se font avec remise une

n =0 nio fois I'urne choisie, on a:

5.3) D’apres la question précédente, on a d'une part :

P(A|L;) = (E)p .

1 & (k n
=g 2 ()

mks1 A Ainsi par la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet

et d’autre part: d’évenementsL,,...,L,:
1 &2 F@-f0)
— +f)-fO)]<1+————. n 1 & kP | S,
()= () erm-ro] 1410 - £ a1 [5
k=1 k=1

’w) = 1,le théoréme des gendarmes permet donc

Puisquelim,,_, (1 +

Par complémentaire,
de conclure que

Sy,
PA)=1- p+1
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7.2) D’apres la partie précédente, on a
nP*l 1
P(‘A) ~ =
n—oo (p+1)np+1 p+1
donc
. c 1
lim P(*A) = — 1.2)
n—oo p+1
et par complémentaire
lim P(A) =1-lim P(“A) = P
n—oo n—oo p_+1
Solution (probléme 2) |
PARTIE | — ENSEMBLE DE DEFINITION D'UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE  SoitI'lafonc-
tion définie sur une partie de R par:
+oo 1
:x— f e 't* 1dr.
0
Soit x un réel.
1. 11) Six > -1, par croissances comparées, on a : 2. 21)
lim e ‘t*" = 0.
t—o00
Si x < —1, on ale méme résultat par produit de limites. Comme 0 < 1, on en
déduit qu’il existe T € [1,00] tel que :
Vte[l,oof, t=2T=>e t*! <1.
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Fixons ¢ un élément de [1,00[, comme > > 0, on en déduit les équivalences
suivantes :

e lt"tl<l = t?e it <1
-t ,x-1 1
e 'f < —.
t2
D’ou la réponse a la premiére question.
Lafonction t — tiz est continue sur [1,c0]. Soit A un réel strictement positif,
ona:

fAdt_ [_1
1 tz_ t

A de
1{) =1,onendéduitquelim,_, ( .[1 ?) existe et est finie.

1 A
Delim,_,, (1 -

On peut donc affirmer que j; " % df converge.
Ort— t_12 et t — e 't ! sont deux fonctions continues et positives sur
[1,00] et on a vu qu’il existe T € [1,00] tel que :
—tex-1 1
Vite[l,oof, t=zT=>e"t S?'
En utilisant le théoréme de comparaison sur les intégrales généralisées a

+oo ]
fonction positive et la convergence de [ 7 d¢, onpeutdoncaffirmer qu'il
1

+00

existe T € [1,00[ tel que f e”'r*~! dr soit convergente.
T

Rappelons que t — e "t*"!

conclure :

est une fonction continue sur [1,o00] afin de

(o0}
f e~ 't*~1 dt est convergente pour tout réel x.
1

On suppose x non nul.
» t— t* ! estune fonction continue sur [0, 1].
»  Soit A un réel strictement positifon a :

1
f t*ldt =
A

X711

X 1A
1 A*
T x ox
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. L A : six>0 o )
Delim,_ ¢+ (; - —) = . ,on en déduit que, pour tout réel
+oo six <0
1
non nul x, lim, _, o+ ( f 1 dt) existe et est finie si et seulement si x est
A
strictement positif.
1
On peut donc affirmer que, pour tout réel non nul x, f t*~1dt converge si
0
et seulement si x > 0. Au passage, pour tout réel strictement positif x, on a:
1
t*~1dr = —. De plus, si x est nul alors si A est un réel strictement positif,
0 x
ona:

1
f *'dt = —In(A)
A
1
et comme lim,_ 4+ (—In(A)) = +oo, on peut affirmer que f t*~1dr diverge

0
si x est nul. On peut donc faire un bilan global :

1
f t*~! dr converge si et seulement si x > 0 et vaut 1. ’
0

22) » Pourtouttdel]0,In(?)],ona:

1, 3

—<e =-.

2 2
Par positivité de t — t*~! sur]0,In(2)], on en déduit que pour tout ¢ de
10,In(2)], ona:

l.x—l tx—l

<et*l<

2

P . x-1 —_— —
»  Supposons x négatif. Comme t — tT et t — e 't*"! sont deux fonc-
tions continues et positives sur [0, 1], en utilisant le théoréme de com-
paraison sur les intégrales généralisées a fonction positive et la diver-

1 x—1
gence de f
0

1
dans la question précédente, on peut donc affirmer que f e 't 1dr
0

1
d¢, conséquence de la divergence de f t*~1dt vue
0

est divergente.
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x-1
»  Supposons x strictement positif. Comme ¢ — 35— et t — e 't}

sont deux fonctions continues et positives sur [0,1], d’apres le théo-

reme de comparaison sur les intégrales généralisées a fonction posi-
1 3tx—1

tive et la convergence de f d¢, conséquence de la convergence

0
1

de f t*~1dt vue dans la question précédente, on peut donc affirmer
0

1
que f e 't*1dtest convergente.
0

1
‘ On prouvé que f e 't*! dr converge si et seulement si x > 0.
0

+00

. t— t*'e”! est continue sur R%, f e 't*"1dt est donc une intégrale générali-

0
sée uniquement a cause des bornes 0 et de +oo. Par définition,

+00
f e~ 't*~1dt converge si et seulement si :
0

1 +00
f e 't*1dt et f e 't*~1 dt convergent. Or, dans les questions précédentes,
0 1

1 +00
onavuque: f e 't*'dt converge si et seulement si x > 0 et f e 't*ldr
0 1

+00
converge pour tout réel x. On en déduit donc que f e ' r*~1 dr converge si et
0

seulement si x > 0.
‘ On a donc prouvé que I est définie sur R}.

PARTIE Il — QUELQUES PROPRIETES DE CETTE FONCTION

4. 41) La fonction t — e t*"! est strictement positive continue sur R**, donc

I'(x) >0 |pour tout x € R**.

4.2) Soit x unréel strictement positif. Soient a et b deux réels strictement positifs
tels que a < b. Par intégration par parties, possible car t — t* et r —> —e™’
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sont de classe € sur [a, b],ona: rang n = 1. On suppose &2 (n) vraie pour un certain entier naturel 7z non nul.
b b En appliquant la question précédente, comme » est non nul, on obtient :
—lex — —t¢x1b -t x-1
fe t*dr=[-e t]a+xfe ¥l dr
a a I'n+1) =nl'(n)

b
e “a*—e b +x f e 't*1dr. =n(n-1)! d’apres 2 (n)
‘ =n!
On réalise I'intégration par parties sur cet intervalle puisque l'intégrale est
+00 . . . . )
généralisée en z€ro et en +oo. On en déduit, comme f e”'t*dr converge Ainsi Pn_+ 1 est vraie si P(n) l'est.
0

I Donc pour tout entier naturel non nul n, I'(n) = (n — 1)
5. Onnote L, lalimite de T en 1, L+ lalimite de T en 0* et L, la limite de I' en +oo.
e lipx-l dt) 51) Pour tout entier naturel non nul 7, on sait que I'(n) = (n — 1)!, donc par ca-
ractérisation séquentielle de la limite :

car x est supérieur a —1, que:

b Y b
f e 't*dt = lim (e‘“a" —e Yp* +xf
0

a—0 a
b
= —e‘bbx+xf e ¥ lde )
0 lim (I'(n)) =L, .
n—+oo

+

(o0}
: =t x-1 . .
puis, de nouveau car fo e "t* 7" df converge,ona: On en déduit que :[L, o, = +oo .

Lafonction I' est définie en 1. On admet que I" a une limite en 1. On sait que

+ b
f * e 't*dr = lim (_e‘h b +x f e fp* ! dt) si une fonction est définie en un point et a une limite alors cette limite est
0 b_'+i°oo 0 son image. On en déduit que L, = I'(1) soit d’apres la question pré-
=X f e 't*1dr cédente. Reste a présent la limite en zéro.

0 Pour tout réel strictement positif x, on sait que : I'(x + 1) = xI['(x). Ain-
par somme, croissances comparée. Cela est précisément le résultat souhai- si lim,_, (xI'(x)) existe et vaut L;. Si Ly+ est un réel alors, par produit,
té: [ F'(x+1) =xI'(x). ] lim,_, (xT'(x)) est 0 x Ly+ soit 0. Or L; est non nul. On en déduit que L+ est

+00 e e, s _
43) Comme 1 est un réel strictement positif, on sait que f e 't lde +00 ou —co. Par positivité de I', on peut affirmer que '
converge. On a alors : 0 5.2) Nous avons @ = xT'IF(x — 1) pour tout x > 1. Or }}_Igo (xT'l) =1let

oo (par composition) lim (I'(x — 1)) = +oo. Par produit, on en déduit que
r(l)zf et 1de ‘ e
0

+00
= f e tdt
0

= jim {1-¢”)

=1 duit que f
0

+00 _53 .
f e 2 dx existe et vaut \/g .
0

X—00

lim (%) = +00. ’

8]

+00 X

x2
e~z dx vaut /2m. Par parité de x — e~ 2z, on en dé-

+00 _EE
f e 2 dx
—oQ

2

6. 61) On sait que f

—00

+00o

2
N . 2
e 2z dx existe et vaut . On a donc prouvé :

Pour tout 7 entier naturel non nul, on appelle 22(n) I'hypothése suivante :
P(n):"T'(n) = (n—-1)!". Nous venons de voir que la propriété est vérifiée au
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dt On vafaire le changement de variable y = \/_ t (onaura

6.2) F estf

=dy), t — /2t est une fonction de classe €' et crois-

alors t = y;

f \f
sante, ce changement de variable est donc licite. De plus, lim,_,, (\/ Zt) =0

etlim,_ (\/Z) = +oo et f

0

+oo @7f 1
7 dt =T (5) converge, on sait alors que
t

too 42 .
f e~z dy converge aussi et :
0

[l

T
= \/5\/; d’apes la précédente question.

72
zdy

‘Onadonc:l‘(%)z V.

6.3) Soit n € N. Nous avons montré que I'(1/2) =

/7. Mais :

o))

—i(Zn—l)(Zn—';’»)(n—é)
22 2

On démontre donc, par récurrence, la formule suivante :

V7 @2n)!

22 pl

I'n+1/2) =

PARTIE Ill — UNE DENSITE DE PROBABILITE

7. 71) Comme x — x ne s'annule pas R*, f,  est continue par produit sur R*. De
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7.2)

plus,ona:
1 sia=1
lim (x*1)=<{0 sia>1
x—0*

+oo si0<a<l1
Par produit, on en déduit aisément que :

A sia=1
xhlgr (fa,)\(x)) =40
+oo si0<a<l.

sia>1,

Comme f, , estnul sur R_ et A est non nul, on peut donc affirmer :

fa est continue sur R*. f, , est continue sur Rsi et seulement si a > 1.

Par produit, f, , est dérivable sur RY. Pour tout réel strictement positif x, on
a:

a

/ -Ax,a-2
(x) = e x x(-Ax+a-1).
fa,)\ 1" (a) ( )

La fonction f;, , est donc croissante sur R} N |0, “;\1 et décroissante sur R} N
[“T'l, +00 [
Sia > 1 alors ”T'l est un réel strictement positif et le tableau de variations de
fa estle suivant :

X 0 “T_l +00

-1
fa,)\ (aT)
fa,)\ (x) / \
0 0

Lalimite en +o0o a été obtenue par croissances comparées. Si maintenant 0 <
a < 1alors “T_l n'est pas un réel strictement positif et le tableau de variations
de f, ) estle suivant :
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+00

T

La limite en +oo a été obtenue par produit.

On reconnait dans ce cas une loi exponentielle de parametre A.

Par produit, on constate que f, , est une fonction définie et positive sur R.
De plus, elle est continue sur R sauf en un nombre fini de points (ici, 0 peut

fa,}\(x)
0

8. 81)
8.2)

+00
poser probléme). Il reste a prouver que / far(x) dx existe et vaut 1 pour
—o0

conclure.

Le changement de variable ¢t = Ax est licite (et donne d¢ = Adx) car x —
Adx est une une fonction de classe 6" et strictement croissante sur R*. De
plus, lim,_, (Ax) = 0 et lim (Ax) = +oo et I'(a) converge, on sait alors que

+00 A 1 .
f e " (Ax)*"*Adx converge aussi et :
0

+00
I'(a)= f e 't ldr
0

= f+oo e A \dx
0

+00
f e—)\xxa—l dxA?
0

Comme I'(a) est non nul (car strictement positif), on obtient :

+00
f e M x4 A dxA?
0
I'(a)

=1

+00
ce qui signifie précisément que f far(x)dx existe et vaut 1.
—00

[ fa,\ est bien une densité de probabilité . }

83) OnposeY= %X. On note Fy la fonction de répartition de Y et Fx celle de X.
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Pour toutréel t,on a:

Fy(r) =P(Y < 1)

Comme X est une variable a densité, Fx est continue sur R et est de classe
%' sauf éventuellement en un nombre fini de points. Par composition, Fy est
continue sur R et est de classe €' sauf éventuellement en un nombre fini de
points. Y est donc une variable a densité et, comme Fy est dérivable sur R*,
une densité de Y est donc :

|

U . 2
Apres calculs, on trouve que ‘ %X a pour densité f, ).

R
Fo)=Xf (Xe) sit#0,
0 sit=0.

K

9. Pourtoutréel x,ona:

a

I'(a)

xfa,)\(x) = {0

-Ax ,.a

X six>0

e
six <0.

On obtient :

+00 A
Ta+1)= f e MxadxAat!
0

+o00
et donc e Mx®dx converge et vaut F)(\‘ZLD. On en déduit que
+oo )\a a
f T )e_)‘xx“ dx converge et vaut % x r)(\‘flill) soit F)fl‘_’(; 1)) soit {. Par défi-
0 a

+00
oy 2 . a
nition de f, 5, on en déduit que fo X fa,\(x) dx converge vers {. Donc

[X admet une espérance, qui vaut {.
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10. 10.1) Parsomme et produit, F, , est dérivable sur R*. Pour tout réel x strictement
négatif, ona:
F’a,)\(x) =0
= Fo (0.

La fonction F, , est donc une primitive de f, , sur R*. Pour l'autre cas, pour
tout réel x strictement positif, on a:

= kAN Ax)*
! _ —-Ax
F (x) =~ goe % -A "
= k(Ax) 1A ()\x)’“)
=—Ye™ -A
,;0 k! k!
a1 AN Ak
— —-Ax _ —AX
= lcz::le (k—l)! A X + Ae .

Nous voyons que la somme est téléscopique. Il vient :

()\x)a—l

@D Ae M 4 \e ™M = far(X).

F\(x) =e™A

La fonction F, , est donc une primitive de f;, , sur R%.

10.2) Attention, cela ne signifie pas pour autant que F, , est la fonction de répar-
tition de X.
De maniere générale : si F’M (x) = f,A(x) pour tout x sauf éventuellement
en un nombre fini de points, et que F, , est la fonction de répartition de X,
alors f, ) est une densité de X et X est a densité. Mais par contre on ne sait
pas encore ici que F,, ) est une fonction de répartition.
En effet, F, , est croissante sur R} (car sa dérivée sur R} est positive) et,
par croissances comparées, on a }clllgo (F,a(x)) = 0 et, par somme, on a

lim, ¢+ (F, (%)) = —1car, si x vaut 0, ona:
a-1 Ok

-Ax
eM=—-1-Y —
=1 k!

=-1.
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On en déduit que, pour tout réel strictement positif x,ona: -1 <F,, (x) < 0.
La fonction H, ) suivante est, en revanche, la fonction de répartition de X :

a- 1 ()\x) Ax

1- ix=0

six <0.
Ona:

+00
P(X>t):f fur(0)dx
t

= }Cli’lgo (Fa_)\(x)) - Fa,)\(t)

k
PX>1) =Y SeM,

10.3) Supposons que Z suive une loi de Poisson de parametre At. Comme Z est a
valeur entiere, on en déduit que :

Onadonc:

PZ<a)=PZ=0)+PZ=1+"-

()\l‘)k
= Z

P(X > t) d’apres la question précédente.

+P(Z=a-1)

D’ou le résultat.
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