DEVOIR MAISON # 5

a rendre le Jeudi 03/03/2022

7
Consignes La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements,
entreront pour une part importante dans 'appréciation de la copie. Les abréviations,
sigles ou phrases nominales sont a proscrire. La numérotation des exercices (et des
questions) doit étre respectée et mise en évidence. Les résultats doivent étre encadrés
proprement.

Vous avez la possibilité de rendre un devoir pour deux, mais les écritures doivent
alors apparaitre en parts égales. Il est rappelé également que recopier une cor-
rection sur internet est complétement inutile pour tout le monde.

7

Probléme 1 | G2E 2015 Dans tout le probléme A désigne un réel strictement positif, n
un entier naturel, p un entier naturel supérieur ou égala2 et k € [1, p]. SiX désigne
une variable aléatoire a densité alors Fx désigne la fonction de répartition de X, fx
une densité de X et on note Fy la fonction d’antirépartition de X définie sur R par

VteR, Fy(t)=1-Fy(r).

Dans la partie I, on étudie quelques propriétés classiques des lois exponentielles. La
partie II est consacrée au calcul d'une limite d’'une probabilité conditionnelle. Enfin,
dans la partie III, on étudie la somme de certaines variables aléatoires. Ces parties
peuvent étre abordées indépendamment les unes des autres.

PARTIE | — DES LOIS EXPONENTIELLES  On considere p techniciens qui interviennent au-
prés d'une machine. Pour tout k € [1, p], on note X, la variable aléatoire donnant
la durée (en heure (s)) de I'intervention du k-iéme technicien. On admet que les va-
riables aléatoires (Xi) e [1,,] sont mutuellement indépendantes et suivent la méme
loi exponentielle de parametre A.
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1. 11) Démontrer par récurrence sur n que la variable aléatoire X admet un mo-

ment a tout ordre n égal a:
n!

m, X;) = n

12) Déterminer la nature et la somme de la série de terme général

),

2. OnnoteY, = min (Xl, ,Xp).
21)

2.2) En considérant ﬁxp (t) pour tout ¢ € R, démontrer que la variable aléatoire
Y,,, suit une loi exponentielle de parameétre Ap.

23) CalculerE (Yp) et Var (Yp) en fonction de A.
3. On suppose, dans cette question uniquement, que p = 2 et que la durée moyenne
de l'intervention du premier technicien est de deux heures. Calculer alors les pro-

babilités ci-dessous.

Calculer ﬁxl (t) pour tout ¢ € R.

31) probabilité que la durée de l'intervention du second technicien soit infé-
rieure ou égale a 2 heures.

3.2) probabilité que le minimum des durées des interventions des deux techni-
ciens soit inférieur ou égal a 1 heure sachant que la durée de l'intervention
du second technicien est supérieure ou égale a 2.

3.3) probabilité que le minimum des durées des interventions des deux techni-

ciens soit inférieur ou égal a 1 heure sachant que la durée de l'intervention
du second technicien est inférieure ou égale a 2.

PARTIE Il — CALCUL D’UNE LIMITE DE PROBABILITE

4. Onnote Z, = max (X;,X,).

41) Démontrer que lavariable aléatoire Z, admet une densité que 'on exprimera
al’aide de densités de lois exponentielles.

4.2) Démontrer que la variable aléatoire Z, admet une espérance et obtenir une
égalité entre E (Y,) + E (Z,) et E (X, + X, ). Pouvait-on anticiper cette égalité?

4.3) Justifier enfin I'existence de Var (Z,) et la calculer.
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5. Soient x e R* et n € N. 81) Calculer E Tp) et Var (Tp . En déduire la nature (convergence ou diver-
51) CalculerP(Z, = n+x)et defnc,mtref que P(‘Z2 2 n+ /x) .est équivalent (’ql‘land gence) des suites (E (Tp)) ot (Var (Tp)) _
n tend vers +o0o) au terme général d'une suite gé¢ométrique dont on précisera
la raison et le terme initial.
5.2) Démontrer que:

8.2) Démontrer par récurrence que T, admet une densité définie par :

Ape ™ (1 - e‘)"‘)'g_1 six =0,

0 sinon.

Vx €R, (x) =
lim P(Z,zn+x|Z,=n)=P(X; =x). Iy {
n—+oo

5.3) Laformule précédente est-elle encore exacte si on remplace la variable aléa-  Fld IR (OT IE RN
toire Z, par la variable aléatoire X ?

1. 11) W@ itialisation. Pour n = 1, le résultat est vrai car m, (X;) = %, on recon-
PARTIE Il — SOMMES DE VARIABLES ALEATOIRES nait bien ici I'espérance d’'une loi exponentielle de parametre A.
6. Soit (a,b) € R*\{1} xR. B Hérédité. Supposons-le vrai aurang n, i.e. que
6.1) Démontrer que la variable aléatoire aX, + b admet une densité définie par : n!
m, (Xk) = ﬁ .

_Aep) s

%e 0D git>p,

0 sinon. Alors d’apres le théoréme de transfert, il s’agit ensuite d’étudier la conver-
gence absolue de

VEER,  fuxp(t) ={

6.2) Démontrer que les variables aléatoires X, et aX, + b sont indépendantes.
7. Onnote T =X, +aX, + b et onrappelle que si X et Y sont deux variables aléatoires f°° fn+l ()\e—)\t) dr
indépendantes de densités fx et fy alors X + Y est une variable aléatoire dont une 0

densité est définie par: Lintégrale est généralisée en +oo, soit donc A > 0. Alors en faisant une inté-

+00 +00 gration par parties, on obtient puisque les fonctions t — —e et t — ¢"*1
VxR, fo,y(x)= f A= Df0dr = f FOf G = 0dr. O
—00 —00 .
71) Démontrer que T admet une densité définie par : A i+l (Ae—)\t) df = A(n +1)t" (e—)\t) dr — [tn+1e—)\t]A
o o 0’ croissances
A (e Mx=b) _ o=5-D)) g ¢ > . 1 oo comparées
VxeR, fi(x)=1{ I-a e € Jsix=b, Ao (n+1)—f (n+1e" (e ™) d,
0 sinon. A Jo hyp. de récur-
_(n+ 1)n! _(n+ 1)! B rence
72) Démontrer qu’il existe un unique couple (a, b) € Ri\{1} x Rtelque Z, et T T TAn+l T T \ntl

suivent la méme loi. On rappelle que Z, a été définie dans la partie II.
8. On prolonge I'étude précédente et on considere la variable aléatoire :

p
T,=2.
k=1

D’ou le résultat par principe de récurrence. Pour tout n = 0,

1 n!
Xp- m,X;) = o

=1
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1

12) Lasérie (Z — A
my, (Xk)

_ 1 _ 1
E(Y,) =% etVar(Y,) = &
rectement une série exponentielle. 3. On ,s‘uppose, c'ians cette qu‘est1on uplguement, que p =2 et que la durée moyenne
. de l'intervention du premier technicien est de deux heures. Calculer alors les pro-
2. OnnoteY :mm(Xl,...,X ) s
p _ p babilités ci-dessous. .
21) Calculons Fy (t) pour tout t € R. C’est une conséquence directe du cours —2A
1 ’ 3 P(X,=2)=1-e“"=1--=|0.632,2
) P2 e

puisque )
P (min(X,,X,) = 1,X, =2)

car on reconnait di- 23) Ainsi

) [converge et est de somme e
n=0

B4l e sir=0, 32) P(Yp=1X,>2)= P(X; = 2) ’
X o sinon. _ P(X; =1,X,>2)
Donc - PX,=2)
PV _ P(X; = DPX,=2)
Fon={¢ S0 P(X, 22)
! 1 sinon. =PX;s)=1-e'?

2.2) Soitt €R, alors ~[0.393 |

P, >t =P (min{X .. X,) > 33) P(Y,<1[X,<2)=1-P(Y,>1[X, <2)
=P(X,>1,...X,>1),

Q indépendance et méme loi —1— P (min(X;,X,) > 1,X, <2)
=P(X,>1t)P PX,<2) ’
et sitso, _PX;>1,X,>1,X,<2)

1 sinon. P(X; =2) ’
o P(X, > 1)(P(l <X, <2)
onc = i
P(X, <2)
Fo () = 1-e M sit=0, (1 _ e—1/2) (e—1/2 _ e—l)
Y 0 sinon. =1- = =[0.85145
pa— e_

La fonction Fy, est continue car 1 — e M? = 0 et ¢ sauf éventuellement en

0. Donc Y, est a densité et une densité est donnée par

. Ape Pl sit >0,
K, 1) = 0 Sinon. PARTIE | — CALCUL D'UNE LIMITE DE PROBABILITE

On reconnait ici une densité exponentielle. En conclusion
Y,,, suit une loi exponentielle de parameétre Ap. 4. On note Z, = max (X;,X,).
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41) Cette fois-ci, on calcule la fonction de répartition de Z,. Soit donc ¢ € R, Pouvait-on anticiper cette égalité? Oui, car Y, +Z, = X; +X,.Donc Z, =X, +
X, —Y, admet donc une espérance en tant que somme de telles variables

P(Z,<t)=P(Y;<tY,<t o aléatoires, et elle vaut :
Q indépendance
P <Pl <) E(Zy) =E (X)) +E(X,) ~E(Y,) = ~ 4+ —2A = >
—P(Y, < 1)? (Z,) =E (X;) +E (X;) - (2)—X+X_ o
{ 1- e‘)‘t)2 sit=0, 43) On étudie la convergence de
o sit <0, 0
f 2 (2fy — fop) (1) At converge.
0
. . . . -A0)2 _ g2 _

La fonction ainsi trouvée est continue car (1 —e ) =1° = 1. De plus, elle Comme précédemment, en développant lintégrande on constate que
est €' sauf éventuellement en 0, donc Z, est & densité et une densité est toutes les intégrales apparaissant sont convergentes, et on a

donnée par :

X

00 1 1 7
12 (2fy — for) (1) dr = 2 (Var (X +EX2—( +—)=—.
L [7 2 eh- ) ) dr =2 (Var (%) + E (%) - | 55 + 137 = 730
2)\e (l—e ) sit =0,
fz,() = 0 sit<0 On obtient alors
) ) 79 5

En rentrant le terme exponentielle dans la parenthese, on obtient Var (Z,) = E (Z3) —E (Z,)" == N2 x|z

Jz, =20 = far ) 5. Soientx € R* et n € N. ,

51) P(Z,zn+x)=1-F,(n+x)=1- (1 - e_M’”x)) . Ainsi
ol f, désigne une densité de & (A) pour tout A = 0.
4.2) Lavariable aléatoire Z, admet une espérance si et seulement si l'intégrale P(Z,2n+x)= 2e An+x) _ o=2An+x) 9 a-Antx) m,
n—oo
[ee]
fo t(2fy - far) (1) dt converge. Léquivalent trouvé est bien une suite géométrique de premier terme 2e ™~
et de raison e,
Ceci est bien le cas puisque les intégrales ci-apres convergent d’apres le 5.2) Nousavons:
cours :
PZ,zn+x,Z,=2n) P(Z,zn+x) 2e-An+x
P(Zy,zn+x|Zy,=zn)= (2 2 )= (2, )~ ( ) e
o 2 0 1 P(Z,=n) P(Z, = n) 2eM
2f hlde ==, f a0t = o
0 0 Donc:
Ainsi, : _
nl—l»IPooP(Zz >n+x|Z,=2n)=P (X, =x) ’
2 1 3
E(Z,) = X ox lont 5.3) Oui, car X, estsans mémoire, donc P(X; = x + y|X, = x) =P(X; > x).

BCPST2 € 2021 / 2022 4 E/ Lycée Louis BARTHOU - Pau



PARTIE Il — SOMMES DE VARIABLES ALEATOIRES

6. Soit (a,b) e R*\{1} x R.
61) Soitt € R. Alors:

t—>b
a
1—e M si % =0,
o sinon.
3 l—e‘)‘% sit=b,
0 sinon.

. _AL=b
Puisquel-e A

" 1-1 =0, lafonction Fy, est bien continue, elle est de
lus €' sauf éventuellement en b. Donc aX, + b est a densité et une densité
p 2

est donnée par la dérivée de la fonction de répartition :

Ao
Vi €eR, faX2+b(t)={ .

6.2) Conséquence directe du fait que X, et X, sont indépendantes, d’ol
[Xl et aX, + b sont indépendantes.
7. OnnoteT =X, +aX, + b etonrappelle que si X et Y sont deux variables aléatoires
indépendantes de densités fx et fy alors X + Y est une variable aléatoire dont une
densité est définie par :

VxeR, ﬁm{(x):f_+oofx(x—t)ﬁ{(t)dt:f_+oofx(t)j§{(x—t)dt.
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71)

7.2)

Soit x € R, alors :
Jr (%) = 4 ax, ) (%)
+00
f le (x - t)faxz+b(t)dl'

X A _a ;
f Ae AE=D Ze=a(t=b) 4t gj x > b,
b a

0 sinon.
A—:e)‘(g_x) fbx e)‘t(l_%) dtsix=b,

0 sinon.

fx,(x = Ofx,+p(t) # 0 siet
seulementsix—t=0,t=b

Apres calcul de I'intégrale, une densité de T est alors :

A .
A (e—)\(x—b) _e—E(x—b)) six=b,

VxeR, fr(x)= {8-“

sinon.

Les variables aléatoires Z, et T suivent la méme loi si et seulement si elles
ont méme densité sauf en un nombre fini de points. On veut donc que, sauf
en un nombre fini de points, 'on ait :
A . —_— - .
{ ﬁ (e"‘("'b) - e'E(x'b)) six=b, {2)\e Ax (1 —-e A") six=0,

0 sinon. 0 sinon.

Nécessairement, il faut . On doit donc avoir

{ A (e_” - e_%x) six=0, _ {ZAe‘)‘x (1 - e‘Ax) six=0,

1-a

0 sinon. 0 sinon.

En particulier, si x = 0,

A
l1-a

A

(e‘)‘x - e‘ax) =2 e (1 - e‘)‘x) .

Cette relation est équivalente a

1—e 2\ —2(1 _q) (1 - e_“) .
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Donc en faisant x — oo, on obtient nécessairement que 1 = 2(1 — a) et
% — A > 0 (pour que le terme de gauche tende bien vers 1, comme celui de
droite). Ce qui fournit a = % La seule solution pouvant convenir est donc

a-1o-)

Inversement, on vérifie sans difficulté que a = %, b =0, alors f, = fr.
8. On prolonge I'étude précédente et on considere la variable aléatoire :

LS|
Tp = Z EXk
k=1
., « y , p 1 1 P 1 . 4
81) Par linéarité de 'espérance, E (Tp) =Yk E Xi) = 3 > %l et par indé-
k=1

pendance et propriété de la variance,

vty <ver £ .

1

=2 k_ ar (X)

k=1
1 1
_

s - . 1
D’apres le cours sur les séries, puisque (Z E)

> indépendance

. diverge, alors (E (Tp))

1
diverge vers +oco. De-méme, d’apres le cours, (Z ﬁ) donc (Var (Tp))

k=1
converge. On peut montrer que la limite est 2 6)\2

8.2) Afin de moins souffrir dans cette question, nous allons maximiser 1'utilisa-
tion des questions précédentes. D’apres la question 6.1), on sait que

3 ke " six =0,
Fix@=1

sinon.

La formule pour T, s'obtient en itérant les produits de convolutions. Mon-
trons cela par récurrence sur p.
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B initialisation. Pour p = 1, on retrouve la densité calculée précédem-

ment avec k = 1.

B Hérédité. Supposons l'expression de fT vraie au rang p. Alors consta-

tons que T,,,; =T, + ”“

etqueT, et

p+1

X
de =24 est, encore une f01s, donnée par la question 6.1), onlanote f,,; :

p+1
Fo { (p+DAe”PHUAT i x >,
Lx +1 .
p+17P 0 sinon. fT of L
Donc t) i.
0 si
I et
By 0= [ Fryiof pix,., el o
X
Aty a-Ar)P] —(p+DAGx-1) : ment
_ fo Ape (1 e ) (p+1Ae dt six=0, si
0 sinon. r =
0,x—

0

0

Ap(p +1)e Mp+ix fx e M (1 — e‘“)’g_1 eP*VMdr six=0,1
0 0

sinon.

X —
Ap(p + 1)e Mprhx f el (e“ - l)p "dr sixs 0,
0

sinon.

Enfin, l'intégrale apparaissant se calcule :

fox eM (e“ - l)p_l dt =

Doncsix=0:

fr,, ) =Ap+ 1)e Mp+Dx (e/\x

Ap

Donc une densité de Tp est:

(e"x - l)p.

- 1)p =Ap+1)e™ (1 - e‘“)p.

Vx €R, pr(x) :{

Ape M~ (1 - e‘)"‘)p_l six =0,

0 sinon.
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sont indépendantes. Une densité

\%

p+1 P



Probléeme 2 | On s’intéresse dans cet exercice a ’étude d’'un jeu dans une féte fo-
raine. On admet qu'’il existe un espace probabilisé (Q,9,P) modélisant les expé-
riences aléatoires du probleme et sur lequel sont définies les variables aléatoires.

Pour ce jeu, le participant lance successivement n boules au hasard dans N cases
numérotées de 1 a N avec N = 2. On suppose que les différents lancers sont indé-
pendants et que la probabilité pour qu'une boule tombe dans une case donnée est %
(toutes les boules finissent donc dans une case de maniére équiprobable). Une case
peut contenir plusieurs boules.

Le gain étant fonction du nombre de cases atteintes, on étudie la variable aléatoire
T, égale au nombre de cases non vides a l'issue de ces n lancers.

1. 2@ (Modélisation Informatique)

11)  Ecrire une fonction Python Liste qui prend en argument les nombres en-
tiers n et N et renvoie une liste qui contient le nombre de boules dans
chaque case al'issue dujeu. Indication : On sautorisera a utiliser la fonc-
tion randint du module random.

ATaide de cette fonction, écrire une fonction T qui prend en argument 7, N
et renvoie la valeur prise par la variable aléatoire T,, lors de 'expérience.
Deux personnes jouent a ce jeu. Elles souhaitent comparer les résultats ob-
tenues car elles pensent que le jeu est truqué. Ecrire une fonction compar qui
prend en argument les nombres entiers 7 et N et renvoie le pourcentage de
cases qui contiennent le méme nombre de boules pour deux expériences.
2. Déterminer les valeurs prises par T,, en fonctionde n et N. Indication : On pour-

ra distinguer deux cas.

3. Donnerlesloisde T, etT,. Indication: On pourra considérer les évenements B,

«les deux boules sont dans la case k » avec 1 < k <N, et exprimer {T, = 1} a l'aide

des B;..

1.2)

1.3)

4. 41) Déterminer, lorsquen=2: P(T,=1).
42) Montrerque: P(T,=n)=goymmsin<Net P(T,=n)=0sin>N.

On supposera dans la suite que n < N.
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5. Justifier I'égalité (x) pour tout entier k € [1, n] :

k N-k+1
P(T,.=k)==P(T,=k)+ ———P(T,=k-1) (%).
N N
Vérifier qu’elle est encore valable pour k = n + 1.
6. (Calcul de l'espérance par série génératrice) Afin de calculer 'espérance
E (T,), on considere la fonction polynomiale G,, suivante appelée fonction géné-

ratricedeT,, :

VxeR, G,x) =Y P(T,=k)xr
k=1

6.1) QuevautG,(1)?
6.2) Calculer G, puis exprimer E (T,,) en fonction de G/, (1).
6.3) En utilisant la relation (%), monter que :
1

VxeR, G,ux)= Nx(l - x)G),(x) + xG,, (x).

6.4) En dérivant I'égalité précédente, en déduire que :
1
B(T,0) = 1= g E(T) 1.
Quelle est la nature de (E (T,,)),,.?

6.5) Conclure en donnant 'expression de E (T,,) en fonction de n et N.

Solution (probléme 2) |

1. 11)

import as
def Liste(n, N):

(n,N)-> la liste des nombres de boules dans chacune des
— N cases en n lancers

nnn
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= [0 for _ in range(N)]
for _ in range(n):

LLrd.randint(0, N-1)] += 1
return L

Par exemple, Liste(10, 5) renvoie [2,2,1,1,4].

1.2) import as
def T_valeur(n, N):

nmnn

(n,N)-> une simulation de Tn

nmnn

S=0
L = Liste(n, N)
for x in L:
if x ==
S += 1
return S

Par exemple, T_valeur (10, 5) renvoie 1.

1.3) import as
def Compar(n, N):
(n,N)-> compare les résultats de deux joueurs pour le
—~ Jjeu de paramétres n,N.
Résultat sous forme de pourcentage
S=0
L_Joueurl Liste(n, N)
L_Joueur2 = Liste(n, N)
for k in range(N):
if L_Joueurl1[k] == L_Joueur2[k]:
S += 1
return (S/N)x100
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Par exemple, Compar (100, 60) renvoie 20.0.

2. Ily aforcément une case ayant une boule.

21) SiN= n:alors onlance moins de boules que de cases disponibles, donc on
a|T,@=1,n]|

22) SiN < n: alors le nombre de boules dépasse le nombre cases. On déduit
alors que| T, (Q) =1, N] }

T, () = [1, min(n, N)] |

Finalement :

. T; =1 p.s puisqu’'une seule case est remplie. Pour T, : suivons I'indication. On a

{T, =1} =B; NnB, UB; N -+ UBy. La réunion est méme disjointe donc :

P(1,=1)= > P(B) = ;-

1
k=1 N |

Donc‘Tz(Q) —{0,1}etP(T,=1)=1, P(T,=0)= 1—%.’

. 41) Lemémeraisonnement que précédemment en considérant B;. «les n boules

sont dans la case k», on déduit que|P(T, =1) = & |

42) Dans le second, I'événement {T, = n} signifie que les boules sont arrivées
dans 7 cases distinctes.
» Sin>N,laprobabilité est nulle car forcément une case contiendra au
moins deux boules.
» Sin <N, celarevient a sélectionner, de maniére simultanée, les n cases
accueillant une boules parmi les N disponible (le caractere simultané
garantit I'unicité de la boule dans chaque case). Ainsi

Nb répartition 1 boule par case

P(T,=n)=
(T, =n) Nb total de répartition des boules
_NN-DIN-2)...(N-n+1) N!
- NG | (N=-n)IN" |

5. Remarquons que puisque n <N, {T,, = k},_, , forme unsystéme complet d’éve-

nements. Soit alors k € [0, N]. Pour k = 01la formule est évidemment vraie puisque
toutes les probabilités sont alors nulles dans la formule. Supposons que k € [[1, N],
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d’apres la formule des probabilités totales :

P(T,, =k)
N

= Y P(T,, = k[T, = )P

=1
=P(T,., =k|T,=k-1)P(T,=k-1)+P(T,,; =k|T, = k)P

(T =£)

~

(Tn = k)

car si en n + 1 lancers on a k cases différentes occupées, alors sur les n premiers

lancers on avait :

» soit une de moins (et le dernier lancer fait augmenter le nombre de cases oc-
cupées), la probabilité que cela arrive est de lancer la boule dans 1'une des
cases restantes en nombre N — k + 1 sur le nombre total de cases N.

» Dans le deuxi-éme cas, la boule arrive dans une case déja occupée, qui sont
en nombre k, il y a donc une probabilité § que cela arrive.

Finalement, on obtient la formule voulue :

N-k+1

k
P(Tn+1=k):NP(Tn=k)+ N

P(T,=k-1) (%).

De plus, pour k = n + 1, on constate en utilisant une question précédente, qu'elle
est équivalente a

N! n+1 0+ N-n N!
= X .
(N—n-—1)N~+1 N N ((N-n)IN"

Cette derniere formule est vraie.

. 61) Pourx=1,0on obtient‘ G, =X} P(T,=k)=1 ‘par définition d’'une pro-
babilité.

6.2) En dérivant une fois, on trouve G, (x) =

Y P(T, = k) kx*"'. En faisant x =
k=1

1, on récupere : l E(T,) = G'n(l).‘
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6.3) Sommons la relation (x) multipliée par x“ avec x e R:
n+l1
Z P(T,,, = k)xk
k=1
il IN-k+ I
=Y —P(T,=k)xF+ Z P(T,=k-1)x*
k=1 N
n N +1 1+
=X Y kP(T, = k)x*1+ > P(T, —k—1)x*
N k=1 k=
1 n+l
——= Y kP(T,=k-1)xF
N k=1
N+1 &
= 26,0 + —— Y P(T, = k) !
N k=0
1 n
——= Y (k+DP(T, = k) x**!
N k=0
x x(N+1) & , X .
=G\ (x) P(T,=k)x*"—=) kP(T,=k)x
N N k; ( RN k; ( )
~ XY P(T, = k)xF
N k=1
x ., x(N+1) x* x
=S+ G, - ~ Cn ) = 5Gn®)

» lapremitre somme a été arrétée a n puisque P(T,, =n+1) =0,

» danslaseconde nous avons fait le changement ¢ = k — 1 afin de recon-
naitre la fonction génératrice de T,,,

» etenfin, le méme changement de variable dans la derniére somme.

En factorisant par G, (x) et G, (x), on trouve la relation cherchée :

1
VxeR, G,,,(x)= Nx(l -x)G,(x) + xG,,(x).

6.4) Dérivons-la par rapport a x et faisons x = 1. Alors :
G, x)= —(1 -2x)G,(x) + G, (x) + xG),(x),

1
G, )= _NG’"(D +G,,(1)+G, ).
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Dou: |E(T,,)= (1 - %) E(T,)+1| Cestla formule demandée. La suite

(E (T,)) est donc arithmético-géométrique.
6.5) Onchercheatelque:a = (1 - %) a+1,ontrouve « = N. Ainsilasuite (E (T,)—
N) est géométrique de raison 1 — ﬁ, donc pour tout entier n € N :

E(T,,)—Nz(l—%) (E(T,) =N) = (1-%)(1—1@

donc
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