DEVOIR MAISON # 4

a rendre le Mardi 01/02/2022
K]
Consignes La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements,
entreront pour une part importante dans 'appréciation de la copie. Les abréviations,
sigles ou phrases nominales sont a proscrire. La numérotation des exercices (et des
questions) doit étre respectée et mise en évidence. Les résultats doivent étre encadrés
proprement.

Vous avez la possibilité de rendre un devoir pour deux, mais les écritures doivent
alors apparaitre en parts égales. Il est rappelé également que recopier une cor-
rection sur internet est complétement inutile pour tout le monde.
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Exercice 1 | Oral des Ponts 2021 - BCPST

1. Montrer que la fonction F : R — R définie sur R par :

0 six <0,
VieR, F)={500 sio<x<l,
1 six>1.

est une fonction de répartition d'une variable aléatoire X définie sur un certain
espace probabilisé (Q, 97, P). Dans la suite, on se donne X une variable aléatoire
réelle ayant pour fonction de répartition F.

2. Montrer que X est a densité et déterminer une densité, et son espérance si elle
existe.

3. 31) SoitkeN* etre]0,1][. CalculerP(k L k+t).

32) SoitY=g- &J . A laide de la formule des probabilités totales, justifier la
formule

><I

Vit elo,1], (Y<t:§( —<k+t).

3.3) Endéduire que Y est une variable aléatoire de méme loi que X.
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Solution (exercice 1) |

1. Lafonction F est croissante, on a aussi clairement lim F(x) =1, hm F(x) OetF

X—00
In(i+1) _ ;1 In(1+0) _
mz- = b g = 0- Donc d’apres un theoreme du cours,

il existe X de sorte que Fx =F, l définie sur un certain (Q,J,P).

est continue sur R car

2. La fonction F est continue, comme déja dit. De plus, elle est € ! sauf éventuelle-
ment en 0 et 1. Donc X est a densité et une densité est donnée par :

1 .
f:x€R>—> TIhe si0d<sx <1,
0 sinon.

Lespérance existe puisque P (X € [0, 1]) = 1. De plus, elle vaut :

1 X 1
E(X)—fo m dx = ln2f ( ——)dx_lnz(l—(lnz—O)).

Donc finalement : EX) = %

3. 31) Soient ke N*, et t€]0,1][. Alors
1
P(k<—<k+t)
X
[er=x<3)
=P|—<X<—
+t k 1
1 % 1 cark,kH 10,1]
=— du
In2 = 1l+u
1 1 1
=—|In(u+1
ln2[ ( )]%

3.2) Soit f €]0,1[. Alors, d’apres la formule des probabilités totales appliquée au
systeme complet d’évenements associé a [ J qui est une variable aléatoire
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discrete. Comme P (X € [0,1]) = 1, onaP(% € [l,oo[) =1donc { H(J = k}
est un systeme complet d’événements eton a:

£ free 3]

1 1
(—<t+k,k<—<k+1)
X X

keN*

P(Y<i)=

t € 10,1, donc {%st+k} c

k=1
) 1 > 1<1+k
:ZP(ks—skﬂ‘). 1 }
k=1 X
3.3) Il s’agit donc de montrer que Y est aussi a densité et a pour densité celle de
X, ou encore que Fy = F. Constatons que par définition de la partie entiére,
Y(Q) < [0,1], donc:
0 sit<0,
VxeR, Fp(t)= )
1 sit=l.
Par ailleurs :
1

Fy(0)=P(Y<0)=P(Y=0) :P()—( = 1) =PX=1)=0,
car X est a densité. Il ne reste donc plus qu’a calculer Fy(¢) pour tout ¢ € ]0, 1[.
D’apres les deux questions précédentes, on a :

1 & 1 1
P(Yst):—Z(ln(l+—)—ln(1+ ))
In2 k=1 k k+t
Cette série— qui al'air franchement compliquée — ne fait intervenir que des
termes téléscopiques. Commencons par réarranger un peu l'expression :
1 1 1++
ln(1+—)—ln(1+—):ln( 'lc )
k k+t 1+
((k+ t)(k+1))
=ln|———
k(k+t+1)
= (In(k+ 1) —In(k)) + (In(k + ) = In(k + £ + 1)).
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Soit maintenant N € N*, on obtient par téléscopage :

(In(k +1) = In(k)) + (In(k + ) — In(k + £ + 1)))

M=z

1
InN+ 1D +In(1+ ) - In(N+ £+ 1)
N+1
=In (—) +In(1 + 1).
N+t+1
En faisant N — oo, on déduit que

o 1 In(1+1)
Ytelo,1[, P(Y< t)_kglp(ks;(skw) = n@

Comme Fy = Fy, on déduit que [Y améme loi que X. ]

Exercice 2 | On considére l'application ¢ : [0, +co[ — R définie, pour tout réel ¢ €

[0, +o0l, par :

R
sit+#0,

R —

sin ¢
® r — t
1

Par ailleurs, pour tout n = 1, on considere les intégrales :

sinon.

+00 1 oo

PARTIE | — RESULTATS GENERAUX SUR () ET ],

1. Montrer que ¢ est continue sur [0, +oo[ et que, pour tout entier n = 1, I'intégrale
], existe.
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2. 21) Montrer que @ est strictement positive sur [0, 1] et que ¢ est strictement dé-

croissante sur [0, 1].

2.2) Etablir, pour toutréel £ €]0,00[: |@(1)| <1.
3. 31) Montrer, pour toutréel ¢ € [0,+oco[: @(t) =1—t. Indication : On pourra
étudier les variations sur [0, +oo[ de lapplication t — sint — t + t2.
3.2) En déduire, pour tout entier n = 1, que: J, = 1 En déduire la nature
n

de la série de terme général J,,, n = 1.

PARTIE Il — ETUDE DE I,

4. 41) Montrer, pour tout réel x € [1,00[ :
xsint cosXx x cost
f ——dt =cosl— —f dz
1 t X 1 t2
4.2) En déduire que les intégrales K, et I, sont convergentes.
1
5. 51) Montrer, pour tout réel ¢ € [0, +oo[: [sint| = sin® t = 5(1 —cos(21)).
e +oo cOS(21)
5.2) Montrer que l'intégrale o dt converge.
5.3) Déduire des deux questions précédentes que 'intégrale I, n'est pas absolu-

ment convergente.

On a donc prouvé quel; est une intégrale semi-convergente.

Solution (exercice 2) |

1. Lafonction ¢ est clairement continue sur R** par quotient de telles fonctions dont
le dénominateur est non nul. D’apres un équivalent classique du cours, limo Q) =
t—

1, donc { @ est continue sur R. }
Soit n = 1. Par opérations sur les fonctions continues, la fonction ¢” est également

continue sur le segment ]0, 1] donc

2. 21) Soit t € [0,1], alors sin(t) > 0 puisque ]0, 1[ ]0, 3 [, intervalle sur lequel le

sinus ne s'annule pas, et en ¢ = 0 la fonction vaut 1. Donc | ¢ > 0 sur [0, 1] |
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Et pour tout ¢ € [0, 1],

tcost —sint _ cos(t)-(t —tant)
12 - 12 '

@'(t) =

Le signe de la dérivée est donc celuide i : ¢t € [0,1] — ¢ —tan ¢. La fonction
h est dérivable, et pour tout ¢ € [0,1], 1/ (£) =1 — (1 +tan®(¢)) = —tan?(¢) <0
donc h est décroissante, et donc h(t) < h(0) = 0 pour tout ¢ € [0,1] et ne
s'annule qu'en ¢ = 0. Ainsi ¢’ est strictement négative, et nulle uniquement
en t =0, donc| ¢ est strictement décroissante sur [0, 1]. ]

Soit t € ]0,00]. Alors si t € [0, 1], en utilisant la stricte monotonie précédente,
on voit que

2.2)

-1 <) =sin(1)p() <) =1.

Soit maintenant ¢ > 1. Alors |@(¢)| < + < 1 car ¢ > 1. Donc finalement

lp(2)| < 1|pour tout > 0.

Soit t € [0, +00[. Notons g la fonction auxiliaire donnée en indication. Elle est
clairement dérivable en tant que somme de telles fonctions, et g’ () = cost —
1+2t,g"(t) = —sin(#)+2 = 0 pour tout ¢ = 0. Donc g’ est croissante, et g’ () =
g'(0) =0, d’oﬁ{ g est croissante lelle aussi et comme g (0) = 0 ondéduitque g
positive sur R*. Revenons a nos moutons, I'inégalité est clairement vérifiée
pour ¢ = 0 et pour ¢ # 0 elle est équivalente a g(¢) = 0, ce que 'on vient de
démontrer. Donc: .

Soit n € N*. En intégrant I'inégalité établie dans la question précédente, on
déduit que :

1 1-n" 1t [l
0 n+1 0 n+1

PARTIE | — ETUDE DE [,

3. 33)

3.2)

4. 41) Soitx € [1,00[, alors puisque les fonctions t — % et — cos sont de classe €,

on déduit par intégration par parties que

x sint x x —cost
f SLLLIF P —(—1)[ dr.
1 t 1 1 t2

—COoSt
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4.2)

5. 5.1)

5.2)

D’ou1 apres calcul du terme de crochet :

xsint CcoS X x cost
——dt =cosl - - dt |
1 t X 1 t2

Puisque pour tout ¢ = 1,

’cost‘ 1
<

2 | g

oo dt P P .
et que 2 converge, on déduit par théoréme de comparaison que
1

% COS ¢ a
2 dt converge (on a notamment utilisé que la convergence ab-
1

X COSt

solue entraine la convergence). Donc lim dt existe et est finie.

X—00 J1 tz
Par ailleurs la somme des deux premiers termes tend vers cos(1). Ainsi

K, converge | Mais comme J; converge d’apres la premiére question, par

définition de I'intégrale, | I, converge aussi ]

Soit t € [0, +oo[. Commencons par prouver 'indication, il s’agit dans un pre-

mier temps de se débarrasser de la valeur absolue. Faisons donc deux cas.

»  Sisin(z) € [0, 1], alors 'inégalité est équivalente a sin(¢) = sin®(¢) qui est
vraie puisque le carré d'un réel entre 0 et 1 est inférieur a ce réel.

» Sisin(¢) € [-1,0], alors I'inégalité est équivalente a —sin(t) = sin?(¢)
c'est-a-dire sin(¢)(sin(¢)+1) < 0 ce qui est bien le cas puisque sin(¢)+1 =
0.

Donc par formule de linéarisation, on déduit que

1
‘Vt €[0,00[, |sint|=sin’t= E(l —cos(2t)).’

Par changement de variable u = 2t, licite puisque ¢t — 2 est €' et

. . o +oo cOS(21) R
strictement cr01ssante, on dedu1t que T dt a méeme nature que
1

1 [Toe cos(u) o e . R
2 du. Pour étudier cette derniere intégrale, on utilise la méme
2

u
méthode qu’au début de la partie. Soit x > 2, par intégration par parties
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5.3)

puisque les fonctions sin et t — % sont de classe €',

x x sint
+[ _Zdt
2 2

sint

t

X COSt

2 t

Le terme de crochet converge vers %ﬂz

x sint Lo .
montre comme avant que f 7 dt converge vers une limite finie lorsque
2
X — oo, puis I'intégrale associée converge absolument.

f+oo cos(2t)
1 t
Pourtoutt>0,0ona:

lorsque x tend vers +oco, et on

Donc: df converge.

sint 1 cos(2t)
— = -——=0

t |7 2t 2t

(1 cos(2t
11 suffit de montrer que f (_ - L
1 \2t 2t

paraison permettra alors de conclure. Soit A > 1, alors

) dt diverge, le théoréme de com-

Adr 1 1 -
— =-[In7]% = ZIn(A) =2 oo,
1 2t 2 2

oo dt
Donc comme f _t

oo cos(2t)
———dt, donc par différence | I; diverge.
=5 p

diverge, et d’apres la question précédente,
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