DEVOIR MAISON # 4.

a rendre le Jeudi 04/02/2021
v
Consignes La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonne-
ments, entreront pour une part importante dans 'appréciation de la copie. Les
abréviations, sigles ou phrases nominales sont a proscrire. La numérotation des
exercices (et des questions) doit étre respectée et mise en évidence. Les résultats
doivent étre encadrés proprement.

Vous avez la possibilité de rendre un devoir pour deux, mais les écritures
doivent alors apparaitre en parts égales. Il est rappelé également que recopier
une correction sur internet est complétement inutile pour tout le monde.

]

Probleme 1 3 Toutes les variables aléatoires du texte sont définies sur un
certain espace probabilisé (2, 9, P). Soit a un nombre réel strictement supérieur
aletf:R— Rlafonction définie par:

a .
a e Six=1,
VxeR, f(x)= art lxzl) = .

0 sinon.

1 — Donner l'allure du graphe de f et montrer que f est une densité de probabi-
lité. Soit X une variable aléatoire de densité f.
2— 2.1) Donner un intervalle I c R, suffisamment petit tel que P(X € I) = 1.
Montrer que X admet une espérance et donner sa valeur.
2.2) A quelle condition sur a, X admet-elle une variance? Donner sa valeur
lorsque cette condition est remplie.
3 — Déterminer la fonction de répartition de X.
4 — Montrer que FX| (Loo St bijective, déterminer une expression de son inverse
noté G.
5 — Montrer que G(U) améme fonction de répartition que X, ot1 U suit la loi uni-
forme sur [0, 1].
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6 — >_® En déduire une fonction Python d’en-téte X (a) retournant un nombre
réel aléatoire tiré suivant la loi de X. On spécifiera donc la valeur de a en
parametre.

On fixe a > 1 et on considere, pour n € N, n = 2, une famille (X, ...,X,,) de
variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. On pose alors

T, =min(Xy, ..., X,,).

7.1) Montrer que T,, est une variable aléatoire réelle a densité et déterminer
une densité de T,,.

7.2) Lavariable aléatoire T,, admet-elle une espérance ? Quelle est sa valeur?

7.3) A quelle condition sur a et n, T, admet-elle une variance? Quelle est
alors sa valeur?

7.4) >_® Ecrire une fonction d’en-téte T(n,a) permettant de simuler un
nombre réel en suivant la loi de T,,, o1 n et a sont les parametres n et a
du texte.

On pose Z = In(X).

8.1) Donner un intervalle ] c R, suffisamment restreint tel que P(Z € J) = 1.
Déterminer la loi de Z.

8.2) Donner l'espérance et la variance de Z.

Soient X, et X, deux variables indépendantes suivant la loi de X, Z; = InX,,

Z, =InX,.

9.1) Donner une densité de W=7, +Z,.

9.2) En déduire qu’'une densité de P = X;.X, est donnée par :

, In(p)

VpeR, flp)=a W“{pzu-

9.3) Quelle est I'espérance de P?

9.4) Quelle est sa variance dans le cas a > 2?

9.5) >_®@ Ecrire une fonction Python d’en-téte P(a) permettant de tirer au
sort un nombre réel en suivantlaloi de P, a est le parameétre a del’énon-
cé.

Exercice 1 A-ENV 2019 - Maximum de lois exponentielles 6 Soient
(X)) k>1 une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, définies
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sur un méme espace probabilisé, suivant chacune une méme loi exponentielle de
parametre 1.

n
Pour tout n = 2, on note Y,, = max(X;,X,,...,X,), etonnote S, = ) %
k=1

1— 1.1) Soit U une variable aléatoire, de loi uniforme sur ]0, 1]. Vérifier que la
variable —In(U) suit une loi exponentielle de parametre 1.
1.2) >_® En déduire une fonction Python qui prend un entier n en entrée,
et renvoie une simulation de la variable aléatoire Y,,.
1.3) >_% En admettant que la variable aléatoire Y,, admet une espérance,
a l'aide de la fonction Python précédente, conjecturer la valeur de

. E(Y
lim M.
n—+oo n

Dans toute la suite de 'exercice, on fixe n un entier tel que n = 2.

2 — Onnote F,, la fonction de répartition de Y,,. Montrer que

0 six <0,

VxeR, F,(x)=
" {(l—e‘x)" six=0.

En déduire que la variable Y,, est une variable a densité, et déterminer une
densité f,, de Y,,.
3 — 3.1) Montrer que pour tout réel u de [0,1],on a:

1-w'=1-nu.

+00
3.2) En déduire que 'intégrale f (1 -F,(x))dx est convergente, et que :
0
lim x(1-F,(x))=0.

X—+00

4 — 4.1) Pour tout A > 0, montrer a 'aide d'une intégration par parties que :
A A
fo xf,(x)dx = fo (1-F,(x))dx—-AQ1—-F,(A)).
4.2) En déduire que la variable Y,, admet une espérance, vérifiant :

E(Y,)= f+°°(1 ~F,(x))dx.
0
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5 — Alaide du changement de variable t =1 — e~

X

11—1¢"
E(Yn):fo s,

et en déduire finalement que :
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CORRECTION On calcule comme précédemment 'intégrale partielle : soit A > 1,

-a+1 1A

X
—-a+1

A1 A 1 _ A—oo 1
i & —dxzf x %dx = = —1+A"¢H) 22
Solution (probleme 1) 1 fl P ) T 1-a ( ) a—1

1—
puisque —a + 1 < 0 par hypothése. Donc X admet une espérance et

f ()f) 2.2) PourI'étude de la variance, on étudie
© 00 x2 o 1
f_oox fx)dx = afl T dx = afl T dx.
On calcule comme précédemment I'intégrale partielle : soit A > 1, alors
d’apres les calculs précédents (remplacer a par a — 1), on obtient
1 —a+2 .
N fA 1 dx:{ﬂ(—HA @) sia#2,
_1 .
) S~—— . 1 x¢@ InA sinon.
X
En faisant A — oo, on constate que X n'admet pas de moment d’ordre
Montrons que f est une densité de probabilité. En effet, f est une fonction deux si a = 2. De plus, si 1 < a < 2, alors 0 < —a+2 < 1, donc
positive car a est positif, elle est continue sauf éventuellement en 1. On étu- ﬁ (-1+A7%"2) A7 5o et X n'admet pas de moment d’ordre deux.
die ensuite En revanche, si a > 2, alors —a + 2 < 0, donc A~**2 222, 0 et X admet
oo 1 un moment d’'ordre deux donc une variance. Par KbN1G-HUYGENS, on
fl xa+ dx. obtient :
Soit A > 1, al a a® a
oi alors Var (X) = 3 _ .
A a-2 (a-12| |(@a-2)(a-1)7?
A ] A 1 _ A—o0
f dx:fx“ldx: =—(1-A"%) — _ . .
1 xa+l 1 -ali a a 3 — Soit x € R, alors comme X(Q) = [1,00[, nous avons P (X < x) = 0si x < 1. Soit
) » ) donc x = 1,
Donc l'intégrale étudiée converge et vaut [ f = 4 = 1. Pour toute ces rai-
P
sons, [ f est donc une densité de probabilité. l PX<x)=a f —dx,
xa
2— 2.1) Prenons |I=[l,00[| Alors PX €I) = [°f = [ f = 1. Pour I'étude de 1 1=
I'espérance, on étudie =-1 P .’
(e | X oo ] 1
— — il =1-—.
f_oo|xf(x)|dx—af1 ’x‘“l dx—ajl~ xadx. a

ﬁ / Lycée Louis BARTHOU - Pau 3 BCPST2 2020 / 2021 @ Version du 4 / 2 / 2021



1-L

= six=1,
Donc: FX(x)z{O *

six <1.

4 — Notons F = FX|[1,oo[' Alors d’apres les régles sur les fonctions mono-
tones, F est une fonction croissante strictement, de plus elle est conti-
nue pour les mémes raisons. Ainsi, d'apres le théoreme de la bijection,
[ F réalise une bijection de [1, co[ vers [lim, F,lim, F[= [0, 1[.

Soit donc y € [0, 1], résolvons

1 1
y=l1-— < xt=eant =
x4 1-y
ceci est équivalent en prenant le logarithme (les deux membres sont stricte-
ment positifs) :
—aln(1-y) 1
Inx=-aln(l-y) < x=e Y= .
1=y

Donc, pour tout y € [0, 1],

Gy =(1-y)e

5 — D’apres les questions précédentes, on sait que G(U)(Q) = [1,00[. Soit x = 1,
alors puisque F est croissante :
P(GU)<sx)=PU<Fx
(GU) <x) ( (x)) QF(x)e[O,l]
=F(x).
Etsix <1, alors P(G(U) < x) =0 =F(x). On a donc bien .
6 — >_%® Onvient donc de montrer que G(U) a méme loi que X, il suffit donc de

simuler la variable aléatoire G(U).

random as rd
math as ma

def X(a):
U = rd.random()
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5 return ma.exp(-1/a*ma/log(1-U))

7 — On fixe a > 1 et on consideére, pour n € N, n = 2, une famille (X;,...,X,,) de
variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. On pose alors

T, =min(Xy,...,X,,).
7.1) Comme X; = 1 pour tout i € N, on sait alors que
T, (Q) =[1,00l.
Soitx =1,

P(T,>x)=P(X;>x,X,>x) \ . . X _
Q indépendance, etX; de méme loi

=P(X;>x)"
B F (1)1
=(1-Fx)" = e = znar
Donc:
1--L six=1,
Fp, (%) = * .
" 0 sinon.

La fonction Fr estalors continue car elle I'est sur ]1,00[ et] —oo, 1] et

1
lim (1——):1—1:0.
x—1 xha

Elle est de plus €' sauf éventuellement en 1 en tant que sommes de
telles fonctions. Donc T, est a densité, et une densité s'obtient en déri-
vant : pour tout x € R,

na
Jr, (%) = s T3 001 (X)

On reconnait ici la loi étudiée dans la premiere question,

[avec parametre a’' = na. }
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7.2) Donc d’apres la premiére question, T,, admet une espérance car a’ = 9— Soient X; et X, deux variables indépendantes suivant la loi de X, Z; = InX;,

na>1,et

E(r)-

na
na-11[

7.3) De-méme, elle admet une variance si et seulement si na > 2. Sachant
que n =2 et a > 1, cette condition est toujours remplie. On a alors

‘ Var (T,) na ’

- (na-1)2na-2)

7.4) >_® On peut (plutdt que d'utiliser un tri), simuler chaque vecteur n
fois, et ensuite garder le plus petit en testant au fure et a mesure.

random as rd
math as ma
def T(n,a):
T = X(a)

for _ range(1, n+1):
X = X(a)
if X < T:
T=X
return T

8 — On pose Z = In(X).
8.1) Puisque X(Q) = [1,00[,alorsZ=>0,etP(ZeR*)=P(Z=0)=PX=1) =
1. On pose donc Soit z € R, alors d’apres le constat précédent,
pour z <0, F,(z) = 0. Soit z = 0,
1

FZ(Z):P(ZSZ):P(lnXSz)zP(XseZ)ZI—W:1—e_“z.

Onreconnaitlafonction de répartition duneloi & (a). Donc| Z — & (a).

8.2) Donc d’apres le cours :

1 1
EZ)=—, Var(Z):—2 .
a a
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Zz - lnXZ

9.1) Par lemme des coalitions, les variables aléatoires Z,,Z, sont bien indé-
pendantes. On calcule donc une densité par convolution en utilisant la
densité exponentielle du cours. Pour tout z € R,

+00
fw(2) = f a-e" " ysga-e I, g dx

—00

2 +00
=da e_a'zj(; ﬂ{xsz} dx.

Donc

siz <0,

0
fW(Z) = { 2,.,-az
a-e .

z siz=0.

9.2) On constate que P = X;X, = e". Calculons sa fonction de répartition,
pour tout p € R,onaP(P<p) =0sip < 1 puisque P = 1. Soit donc
p =1, alors

P(P<p)=P(e"<p),
=P(W<Inp)=Fy(np).

La fonction F; est alors continue sur ]1,00[ et ] — oo, 1[ (composée de
telles fonctions), et en 1 également car :

lim1 Fx(np) = Fy(0) =0,
p—>
d’apres la densité trouvée précédemment. De plus, elle est €' par com-

position de telles fonctions, sauf éventuellement en 1. Donc P est a den-
sité et une densité est donnée par

1
VpeR, flp)= ;fw(lnp)ﬂ{pzu-

Soit 'expression ci-apres en utilisant la question précédente :

2ln(P)ﬂ
pu+1 {p=1}+

VpeR, fr(p)=a
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9.3) Par indépendance, puisque X;,X, ont une espérance, c’est aussi le cas

de P = XIXZ et
math as ma

a \2 random as rd

E(P) = E(X,-X,) = E(X,) E(X,) = (a_ ) . ,
def y(n):
9.4) Sia > 2, ona parindépendance de X;,X, : X ma.log(rd.random())
) for _ range(1, n+l):

E(P?) =E(X2-X2) =E(X2)-E(X2) = ( a ) , ; Y ma.log(rd.random())

a—2 if Y > X:

X =Y

donc par KoN1G-HUYGENS,
return X

‘vﬂanz(“ f—(“ f.

1.3) OnapprocheE (Y,) enréalisant un grand nombre de simulationsde Y,,,

a-2 a-1 .
puis en calculant la moyenne.

9.5) On sait simuler la loi de X, on s’en sert donc ici.

def S(n):

def P(a):

X_1 E)) retourne la valeur de la somme partielle

harmonique d’'ordre n
S=0
for k range(1, n+l):

X_2 X(a)
return X_1 X_2

Solution (exercice 1) 1 7 S 1/k

return S
1— 1.1) Calculons la fonction de répartition de Z = —In(U). Soit donc ¢ € R. Si .

t <0, il est clair que P(Z < t) = 0. Sinon, on a T

[

PZ<t)=P(-InU) <)
=PU=e™)

retourne une valeur approchée de 1'espérance (pour

1000 simu)
=1-P(U<e™
=1-e". : N = 1000
S=0
On reconnait alors la fonction de répartition d'une loi exponentielle de , for _ range(N) :

parametre 1, et donc| —In(U) suit bien cette loi.
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S y(n)
return S/N

Alorsla commande esp(100)/S(100) retourne 1.003553253297
0681. On conjecture donc de I'égalité entre E (Y,,) et S,, au moins
pour rn assez grand. Nous allons le montrer dans la suite.

2 — Soit t € R. On note que le maximum des X; est inférieur a ¢ si et seulement si
tous les X; sont inférieurs a . On a donc, pour x = 0:

F,(x) =P(Y, <x)

n
i=1 > indépencance

=[]PX; <x)
i=1
=(l-e™M"

Les X; ne prenant que des valeurs positives, il est clair que F,(x) = 0 si x
est strictement négatif. La fonction F,, est bien €', sauf éventuellement en
0, et est bien continue sur R (en 0, on a lin& (1-e7%)" =0). En dérivant cette

x—0+

fonction, on obtient donc une densité :

Vx€eR, f,(x)=ne *(1-e™)" Mgreiy |

3 — 3.1) Introduisonslafonctionf, : u € [0,1] — (1—u)"—1+nu.Puisque f (0) =
0, il suffit de montrer que f est croissante pour établir 'inégalité. Or,
puisque pour tout 7, f,, est dérivable et que

Vuel0,1], fw=-nl0-w" '+n=n(l-01-w""),

il vient que f'(u) = 0 puisque u € [0, 1]. Donc f est une fonction crois-
sante et laréponse en découle: Vu e [0,1],

(A-w">1-nu|
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3.2)

4—4.1)

4.2)

La fonction 1 - F,, est continue en 0, 'intégrale étudiée est donc géné-
ralisée seulement en +oo. Soit x = 0. Alors e € [0, 1], et donc d’apres la
question précédente :

1-F,(x)<1-(01—-ne™) =ne™™ .
Les fonctions 1 — F, et x — ne™™ étant positives, et [;°(ne™)dx
converge (calcul simple avec des intégrales partielles), [°(1-F,, (x)) dx
converge donc par théoreme de comparaison pour les fonctions posi-
tives.
De plus, on a de la méme fagon pour tout x = 0,

x X—oo
B —

0<sx(1-F,x)) <nxe” 0,

par croissances comparées. On déduit alors par théoreme d’encadre-
ment :

lim x(1-F,(x))=0}|

X—00

Soit A > 0. Soient u et v les fonctions définies sur ]0,A] par u(x) = x et
v(x) = 1-F, (x). Les fonctions u et v sont de classe €, sur]0,A], et donc
par intégration par parties :

A A
f xf,(x)dx = —f u(x)v'(x)dx
0 0

= —[ux)v )5 + fA u' (x)v(x)dx
0

A
:‘ -A(1-F,(A)) +f (1-F,(x))dx
0

On a vu précédemment que le membre de droite de I'égalité précé-
dente convergeait quand A — oo, vers [;°(1 — F, (x))dx. Lintégrale

Jo° xf,(x)dx converge donc bien, et {Yn admet bien une espérance |,
qui est celle demandée.
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5— La fonction ¢ : t €]0,1[— —In(1 — ) est bien de classe €" et strictement
monotone, et donc par formule de changement de variable :
11-1¢"
1-¢

dr.

1 dt
E(Y,,)_f0 (I—Fn(—ln(l—t))):—fo

On reconnait alors une somme géométrique :

1 n-1 "
Vit +1, = ",
1-1 kgo

et donc par linéarité de I'intégrale
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