DEVOIR MAISON # 2.
a rendre le Jeudi 05/11/2020

Consignes La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonne-
ments, entreront pour une part importante dans 'appréciation de la copie. Les
abréviations, sigles ou phrases nominales sont a proscrire. La numérotation des
exercices (et des questions) doit étre respectée et mise en évidence. Les résultats
doivent étre encadrés proprement.

Vous avez la possibilité de rendre un devoir pour deux, mais les écritures
doivent alors apparaitre en parts égales. Il est rappelé également que recopier
une correction sur internet est complétement inutile pour tout le monde.

Probleme 1 3

Partie I — Résolution d’équations différentielles

1 — On considere I'équation différentielle définie sur R** par :

(Ey)

1.1) Résoudre (E,;).
1.2) Préciser la solution f de (E;) telle que f(1) = 0.
2 — On considere I'équation différentielle définie sur R** par :

xy'—y=Inx).

(E,) x*y"—xy' +y=1-In(x).

2.1) Déterminer une solution de 1'équation différentielle sans second
membre associée a (E,) de la forme x — x* avec a € R.

2.2) On cherche les solutions de (E,) sous la forme y(x) = x*z(x) ol a est la
valeur trouvée a la question précédente et z est une fonction deux fois
dérivable.

Montrer que y est solution de (E,) si et seulement si z’ vérifie une équa-
tion différentielle (E5) du premier ordre.
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2.3) Résoudre (E;) et déterminer I'ensemble des solutions de (E,).

3 — (Seconde méthode pour la résolution de (E,)) On va effectuer le change-
ment de variable x = e, on pose alors w(t) = y(e").
Déterminer une équation différentielle (E,) vérifiée par w si et seulement si
y vérifie (E,). Résoudre (E,) et en déduire les solutions de (E,).

4 — Démontrer que la fonction f est 'unique solution de (E3) vérifiant f(1) =0
etf'(1)=0.

Partie Il — Etude de f
Soit f la fonction définie par f(x) = x — 1 — In(x) pour tout x € R**.

5 — Etudier rapidement la fonction f.

6 — Montrer que pourtoutx € R**: In(x) <x—1 (%).Préciserle cas d’égalité.
Partie 111 — Comparaison de moyennes

Soient a, ..., a,, des réels strictement positifs, avec n € N*. On appelle :

. - . o bt
» moyenne arithmétique le réel m,, défini par: m, = 41,

» moyenne géométrique le réel m, définipar: mg = {/a,a,...a,,
» moyenne harmonique le réel m;, définipar: m;, = 5 +“”+ T

ar an
7— 7.1) En utilisant (%), établir que m, < m,,.
duire les réels n’fl—’a
7.2) Dans quel cas a-t-on m, = mg?
8 — 8.1) En utilisant (), établir que m; < m
duire les réels 2.
8.2) Dans quel cas a-t-on my = myg
9 — Montrer que my, < m,. En déduire que, pour tous nombres réels strictement
positifs a,, ..., a,,ona:

Indication : On pourra intro-

¢ Indication : On pourra intro-

?

1 1
(@, + - +a,) (—+---+—) > n?.

Partie IV— Applications

10 — Déduire de my < m, que: VneN*, {/nl<Z2
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11 — Soit k € N*. Montrer que :

12—12.1)

12.2)

13 —13.1)
13.2)

13.3)

13.4)

1 k+1 1 1
—s[ —dr < —.
k+1 k t k

Montrer que pour tout 7 € N* :

n
)3
k=1

1
<1+In(n).

=1

Montrer que pour tout 7 € N* :

— 1 <¢/n.

1+1In(n)

Déterminer la limite de 4/ n! lorsque n — oo.

Yn!

n

Montrer que ( ) est bornée.
n>1

Montrer que pour tout n € N* :

nlnn-n<) In(k)<(n+Dnn+1)-(n+1).

k=1
Montrer finalement :

ﬂn'

- — exp(-1).
n—00

n
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CORRECTION

Solution (probleme 1) 1
Partie I — Résolution d’équations différentielles
1 — On considere I'équation différentielle définie sur R** par :
(E1)

1.1) Léquation (E;) est équivalente 2 la suivante sur R"* :

xy'—y=Inx).

, 1 Inx
y=3=x
Donc, d’apres le cours, les solutions de ’'homogene sont les éléments
de

Vect (x — eln"") =Vect(x — x).

On chercher alors une solution particuliére de la forme x — C(x)x par
variation de la constante. En injectant dans (E,;), on obtient la condition
C'(x)x = % s0it C'(x) = 1;‘—2" On cherche ensuite une primitive de x —
1;‘—2’6, par changement de variable. On calcule alors pour tout x € R™* —

laborne 1 en borne du bas n'a rien d’obligatoire :

xInt
C =f SULPP
(x) 1 12

1/x
= f (—Inu)(—du)

1
= [ulnu —u]}*

1

> changementu =

t

1
=1-—(Inx+1).
X

Donc x — x(1 — %(lnx + 1)) est une solution particuliere. Lensemble

des solutions de (E,) est alors

1
{x—»Cx+x(1—;(lnx+1)), CER} .
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1.2) Avec la condition f(1) = 0, on obtient une relation sur C :
C+11-(0+1) = 0 soit C = 0. Lunique solution est alors

‘f:x—»x(l—%(lnx+1)):x—lnx—1.

2 — On considere I'équation différentielle définie sur R** par:

(E,) x%*y"—xy' +y=1-In(x).

2.1) On injecte l'expression donnée dans 1’'équation différentielle. Nous
avons pour tout x € R** :

y(x) = x%,

yIx) = ax*,

y"(x) = ala— 1) x*2,
On obtient

x*(a(@a—1)—a+1)=0.

Apres simplification par x* puisque x # 0, on obtient (a — 1) = 0 soit
a = 1. Ainsi, lx — x est solution de 'homogene de (E,).

2.2) Considérons z définie comme y(x) = x*z(x) = xz(x) pour tout x € R**,
e z(x)= @.Alors:

y solution de (E,)
— VxeR™, x22z'(x) +xz"(x)) —x(z(x) + x2'(x)) + xz(x) = 1 —Inx

— VxeR™ x*2"(x)+x*Z/(x)=1-Inx
1-Inx
= VxeR"™, |xz"0)+2'(x) = ——.
X
Ainsi z' est solution de I'équation xy' + y = 1‘;2’“.

2.3) Les solutions de I'’équation homogene sont les éléments de

{xeR™ — Ke™¥, K e R} = Vect (x e R* — K/x).
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On cherche alors une solution particuliere de laforme y : x — % avec

C une fonction dérivable. En remplacant dans I’équation différentielle,
nous avons comme condition sur K :

1-Inx

C'x)= 2

En utilisant la primitive de x — “;—zx calculée dans la question précé-

dente, on pose alors C(x) = —1 — (1 —1(nx+ 1)) = -1+ 2% On déduit
alors I'ensemble des solutions en z :

C 1(lnx
o oLl cenl.
X x\ x

Il nous reste alors a primitiver 'expression précédente : soit C € R, alors
les primitives sont les fonctions

1
x—»(C—l)lnx+1—;(lnx+1)+D’.

pour tout D € R. Toutes ces fonctions forment I'ensemble des solutions
de (E,).
3 — (Seconde méthode pour la résolution de (E,)) On pose ici w(t) = y(e’)
pour tout ¢ € R. Alors :

wl(t) — etyl(et)
w”(t) — etyl(et) 4 (et)Zy”(et)
:w/(t) + (et)zy”(et).

En remplacant x € R** par e pour tout ¢ € R dans (E,), on obtient :
(et)?_yll(et) _ ety!(et) +y(et) — 1 —t.
En utilisant la fonction w, on déduit

w'n-w)-wm+wit)=1-t,
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soit

By (W' -20w'@®)+w(@)=1-t.

Léquation caractéristique de (E,) est alors x? —2x +1 = 0 avec x = 1
comme unique solution. Ainsi 'ensemble des solutions de ’homogeéne est
I'ensemble des fonctions de la forme

t— (Ar+B)e!, A,BeR.

Le second membre rentre dans un cadre du cours et une solution particuliére
est alors a trouver souslaforme t — af+p avec o, f € R. Nous déduisons en
injectant dans 'équation: o= -1, —2a =1 soitp = —1. Donc 'ensemble
des solutions en w est

[{t— (At +B)e’ - (t+1), A,BER}|

On en déduit alors celles de (E,) :

[{xe R — (Alnx+B)x—(Inx+1), A,BeR}|

En prenantA = 0 et B = 1 onretrouve bien f, elle est donc solution de (E3). Or
f)=1-0-1=0etpourtoutx eR**, f'(x)=1-1 = f'(1)=1-1=0.
Donc[f est 'unique solution de (E3) vérifiant f(1) =0 et f'(1) = 0. l

Partie II — Etude de f

Soit f la fonction définie par f(x) = x — 1 —In(x) pour tout x € R**.

5 —

Elle est définie sur R**, et dérivable sur ce méme ensemble en tant que dif-
férence de telles fonctions. Et, pour tout x e R**, f'(x)=1- % = xT‘l Donc
la fonction f est croissante strictement sur [1, co[ et décroissante strictement
sur ]0, 1[. Et par croissances comparées, }61_120 flx) = }Cl_rgo x(
Et lill%f(x) = +o0. Voici son graphe.

_1_Inx
1 P

) - oo
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6 — Soit x € R**. Alors puisque la fonction f est positive (conséquence directe
des variations et du fait que f(1) = 0), nous obtenons
4 Partie 111 — Comparaison de moyennes
7 — 7.1) Nous avons pour tout i € [1, n], en utilisant I'inégalité (x) :
In|2i|< 2L,
ma ma
3 :
Sommons entre 1 et 7. On obtient
1 > a; nm
Y In(a;) - nln(m,) < == — —n=—2-n=0.
i=1 m, m,
Donc:
2
n
Y In(a;) =In(a, x -+ x a,) < nln(m,).
i=1
En divisant par n et en passant a I'exponentielle, on trouve
1 c;] mg sm,

7.2) Dans quel cas a-t-on m, = m,? Il y a égalité dans les inégalités précé-
dentes si et seulement si (puisqu'une somme de termes positifs est nulle
si et seulement si tous les termes sont nuls) : pour tout i € [1, n] :

- a; a;
0 X In —|=—- ].,
0 1 2 mg m,
donc d’apres I’étude de f faite précédemment, si et seulement si % =1
a
pourtouti€ [1, n].
8 — 8.1) Cette question est trés similaire a la précédente. En effet, il suffit de ré-
-1 appliquer I'inégalité (x) avec les réels suggérés. Pour tout i € [1, n] :
m m
In (_h) <My,
a; a;
-2
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Sommons entre 1 et 7. On obtient 11— Soit k € N*. Montrons que : £ < [*'1dr < 1. Puisque la fonction in-
n n n verse est décroissante, nous avons :
nln(my) - ) In(a) <m, ) —-n=m,— —n=0.
= i=1 a; my, 1 1 1
Vtelk k+1], mS;S%.
Donc nln(m,,) <In(aq,; x -+ x a,,). En divisant par n et en passant a I'ex-
ponentielle, on trouve Il ne reste plus qu’a intégrer entre k et k + 1 par rapporta .
k+1
my < Mmg. 1 Sf ld \l
k+1 Jk k

8.2) Dans quel cas a-t-on m;, = m,? Si et seulement si (puisqu'une somme
de termes positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls) : 12—12.1) Soit n € N*. D’aprés la question précédente, nous avons
pour toutie 1, n]:

ln(ﬂ):ﬂ_l

n

Z% Z —dt-l-l

ai a,- = f - dt + ].
1t
soit d'aprés I'étude de f faite précédemment, si et seulement si 7+ = 1 =

pour tout i € [1, n].

9 — Onaétabli m;, < m, < m, donc . Soient alors a, ...,a, >0,ona:

(a,+ - +ay,) (i++i)

12.2) Appliquons mg = my, pour a; = i pour tout i € [1, n]. On obtient :

a an " < Vn!
1 L
n k=1%
= (nmgn)| —
h D’ou, en utilisant la question précédente,
_ 2
= n°-—
mp >carmh<mu n nls v !l
> _ 1+Inn Z L
Partie IV— Applications 13 —13.1) Puisque == Inn B7%, () par croissances comparées, il vient
10 — Appliquons l'inégalité m, < m, avec a; = i pour tout i € [1, n].Alors v/ n! < n__ 1 n—oo L o
1, Inn '
1vn . n+1 l1+lnn z+7
i=1 - 2
oo ]
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. 1 . d’ot
13.2) Lasuite (\/T;) est bornée | puisque majorée par la suite ( "“) ,qui ot
n>1 n>

n+1l

—Inn-

elle-méme est une suite majorée par 1. n Z Ink-Inn<
13.3) Montrons que pour tout n € N* : k=1
Pour terminer, il suffit de montrer que lim (”T“ In(n+1)-In n) =0.
n—oo

nlnn-n<) In(k)<(n+Dnn+1)-(n+1).
k=1

n+1l n+1
La fonction In étant croissante, nous avons pour tout ¢ € [k, k + 1], n In(n+1)-Inn= n (ln(l +1/n)+In n) ~Inn

n+1 n+1
In(t —1) < In(k) <In(z), = ln(1+1/n)+1nn( . —1)
on peut ensuite intégrer entre k et k + 1 : _n+l In(1+1/n) + Inn n-c 0.
n n

k+1 k k+1
f In(t-1)dt = f In(t)dt =Ink < f In(¢)dt, Donc:
k k-1 k

puis on somme :

— exp(=1) |
n n—oo

f In()dt < Zlnk<fn "It dr,

puisqu’'une primitivedelnestt — tInt—tetquelnl =0, il vient alors:

n

(nnn-n-0<|Y Ink <+ In(r+D)—(n+1)-2In2<[(n+DIn(n+1) - (n+1)].

13.4) Montrons que :

Y n!

- — exp(-1).
n—-oo

n

Cette limite est équivalente a la suivante par composition de limites,

—Zlnk—lnn
N k=1

-1.

Or, d’apreés la question précédente :

1
Inn—1< 21 k< —ln( 1)—”;,
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