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m un espace probabilisé filtré a horizon fini [0, T],
(Q, F (Fo)ejo, 1), P), tel que toute martingale admette une version
continue,
m une variété différentiable M de dimension finie d,
m une connexion linéaire V sur M, symboles F/’:’k
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Martingales euclidiennes, M = RY

Martingale (X:)c(o,7) t.q. pour tout ¢, X € L'(Q), X adapté et pour tous
t>s,
E(X¢|Fs) = Xs p-s.
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artingales sur les variétés

Martingales euclidiennes, M = RY

Martingale (X:)c(o,7) t.q. pour tout ¢, X € L'(Q), X adapté et pour tous
t>s,

E(X¢|Fs) = Xs p-s.

Martingale locale : il existe une suite (7,),.N de temps d’arrét telle que
Ty Jooet X! Tn = (Xinf(1,7,) )1c[o,n) martingale.

Semimartingale : = valeur initiale + M + A oli C € RY, X martingale
locale, A a variations finies.
M + A ~» pas de sens sur une variété
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artingales sur les variétés

Formule d’It6

Solution : Vf € C*>(R?,R),
t t
f(Xt) = f(Xo) +/ df(Xs). dXs + %/ Hess f(dX, dX).
0 0

= caractérisation des semimartingales
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artingales sur les variétés

Formule d’It6

Solution : Vf € C*>(R?,R),
t 1 st
FX) = F(Xo) + / (X)X + 5 / Hess f(dX, dX).
0 0
= caractérisation des semimartingales
t

t
f(Xe) — f(Xo) — %/o Hess f(dX, dX) = / df(Xs). dX;

0
df(Xs). d (Ms + A7)

~

o

= caractérisation des martingales
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gales sur les variétés

Formule d’It6

Solution : Vf € C? ( R),

FX0) — F(Xo) — % /O ' Hess f(dX, dX) — /0 "X, dXs

= caractérisation des semimartingales

1 t t
() = 1(X0) = 5 /0 [V df(dx, dx) = /0 df(Xs). dX;
:/Odf(xs).d(/\/ls + )

= caractérisation des martingales

Hess f ~ V df

D,',/'fv-) D,"/'f— Fff/(Xs)Dkf
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L/\L:mngd\('s sur les variétés

Formule d’It6

Solution : Vf € C? ( R),

FX0) — F(Xo) — % /O ' Hess f(dX, dX) — /0 "X, dXs

= caractérisation des semimartingales

1 t t
() = 1(X0) = 5 /0 [V df(dx, dx) = /0 df(Xs). dX;
:/Odf(xs).d(/\/ls + )

= caractérisation des martingales

./(:Vdf(dx, dx) = ./: (D,,,f(xs) — rfj(xs)okf(xs)) d <Xf, xi> .

N
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Définition

X semimartingale sur M

(%) — (%) ~ / 'V df(dx, dx)

martingale locale réelle pour tout f.
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L1\1amngd\(-s sur les variétés

Définition

X semimartingale sur M
V-martingale

F(Xe) — F(Xo) — % /O 'V df(dx, dx)

martingale locale réelle pour tout f.

V-martingale dans une carte

sur (U, (X)) si

’ +%/O r;y,(xs)d<xk,x’>5

martingale locale réelle.
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artingales sur les variétés

Convexité

Image par une fonction convexe

si W: M — Rest V-convexe, alors W(X) est une sous-martingale
locale.

= (si vraie sous-martingale)

Xt < E(Xq|Fo) |
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Cadre avec valeur terminale

Soit :
m un espace probabilisé filtré a horizon fini [0, T],
(Q, F (Fo)ejo, 1), P), tel que toute martingale admette une version
continue,
m une variété différentiable M de dimension finie d,
m une connexion linéaire V sur M,
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Cadre avec valeur terminale

Soit :
m un espace probabilisé filtré a horizon fini [0, T],
(Q, F (Fo)ejo, 1), P), tel que toute martingale admette une version
continue,
m une variété différentiable M de dimension finie d,
m une connexion linéaire V sur M,
m une variable aléatoire ¢ € [%(Q) dans (M, B(M)).
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Le probleme

PROBLEME 1 : Existence

Peut-on trouver une (F, V)-martingale X dans M telle que X7 = &?
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L Introduction

L probleme

Le probleme

PROBLEME 1 : Existence

Peut-on trouver une (F, V)-martingale X dans M telle que X7 = &?

PROBLEME 2 : Unicité

Est-elle unique?
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L probleme

Quelques applications

H recherche d’applications harmoniques entre variétés, probleme de
Dirichlet,

calculs de barycentres de mesures,
résultats pour les EDSRs.
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Cas M =R, V = yrl

Unicité?
— NON en toute généralité
— OUI si I’on restreint aux (vraies) martingales : Xy = E(&|F).

Existence ?
— OUl: X, =E(C|F).
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Unicité ?
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L e casRY ets!

Cas M — 81, VvV = vLevi—Civ

v\"
R
S1
m:R— 8"
V-martingale M
< 7~ '(M) martingale
Unicité ? locale réelle.
nicité 2

— NON en toute généralité.
[ existe une infinité de 7 tels que () = ¢.

Xe=m[E(y

F)]



L e casRY ets!

Cas M = 81, VvV = vLevi—Civ

v\”
R
S1
m:R— 8"
V-martingale M
< 7~ '(M) martingale
Unicité ? locale réelle.
nicite ?

Classe d’unicité (Picard, 2006) : I'ensemble des martingales telles que

E (exp (X, X),)) < oo.
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L Introduction

L Quelques références

Arnaudon (1997) : approximation de M, V par des variétés et
connexions analytiques + déformation analytique de la variable
terminale,

Picard (1991) : avec de I’analyse stochastique,
Darling (1995), Blache (2004/2006) : EDSRs.
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Unicité, point clef

X, X' deux V-martingales, X = X7 = ¢.
V: M x M — R", fonction V ® V-convexe.

W (X, X’) est une sous martingale locale réelle.

Conséquence si de plus bornée

0 < W(Xy, X;) < E(W(X7, X)) | F) = 20.
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Unicité et géométrie convexe

Unicité, point clef

X, X' deux V-martingales, X = X7 = ¢.
V: M x M — R", fonction V ® V-convexe.

W (X, X’) est une sous martingale locale réelle.

Conséquence si de plus bornée

0 < W(Xy, X;) < E(W(X7, X)) | F) = 20.

= X' est une version de X si
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Fonction séparante

V est V ® V-convexe et

W ({0}) = {(x ). x € M}.
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Fonction séparante

V est V ® V-convexe et

W ({0}) = {(x ). x € M}.

Existence locale (Emery)

En tout point d’une sous-variété totalement géodésique de M, il existe
un voisinage ouvert V possédant une séparante.

1

O(x,y) == (& + x+y]*) x—y,
2

€ assez petit.



Réciproque?

Construction d’une séparante (Kendall)

d(x,y) = inf P(X Xh).
() X,X'martingale dans M  # %)
Xo=x,X(=y



Vocabulaire

M est a géométrie convexe

il existe une séparante W sur M.
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Vocabulaire

M est a géométrie convexe

il existe une séparante W sur M.

p € N*.

M est a géométrie p-convexe

il existe une séparante W sur M telle que W ~ pP.

coP(xy) S W(xy) < CP(xy), c CeR.
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sthode d'algorithmique stochastique

Structures géométriques

m un espace probabilisé filtré a horizon fini [0, T],
QF, (Fo)epo,1): P), tel que toute martingale admette une version
continue,
m une variété différentiable M de dimension finie d,
m une métrique riemannienne g € N(T"M ® T"M),

m une connexion linéaire V sur M qui est la connexion de
Levi-Civita associée a g,

= une variable aléatoire & € [%(Q) dans (M, B(M)).
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Transport parallele /o (X)

Localement X a valeurs dans (U, (x', ..., x7))

od flo. (X) = =T} (X) o, (X)) o dX", Jo.0(X) = ldr,
=9 fou (7)'= =T (7)) fo (Vs Jooly) = 1d7, um



Transport parallele /o (X)

Localement X a valeurs dans (U, (x', ..., x7))

od for (X)' = — ,’k(X) Jo (XY o dxk, Jo,0(X) = Ide M
=0 o, (7)'= =T (v(V) Jou (vYor*, No0(y) =dr M

Définition globale

X semimartingale.

fo.0(X) = ldr, am, 0 d(fo,.(X)) = hy, (x)(odX).
//0,t<X) € ﬁ(TXOM, Txt./\/l).
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LRa[)pt‘\S : transports & variations

Dérivée covariante stochastique

Si V est la connexion de Levi-Civita, /o.¢(X) est une isométrie.
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Dérivée covariante stochastique

Propriété importante

Si V est la connexion de Levi-Civita, /o.¢(X) est une isométrie.

7t/ = X, J a valeurs dans TM.

Dl = /0.0 d (o)) .

D /o,. (X) = 0.
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Transport géodésique ©y (X)

X martingale.

DO, (X) = —;—R (G0 (X), dX) dX, O o(X) = Id.



Transport géodésique ©y (X)

X martingale.

DO, (X) = —;—R (G0 (X), dX) dX, O o(X) = Id.

Ito :

4100, (V) = d | fo.%) f5} (080, 00
= 2(00, (). DGy, (X)
- (©0,.(X), R (60,.(X), dX) dX)

encadrement avec courbure sectionnelle k(X,Y)=(R(X,Y)Y,X),
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LRappv\s : transports & variations

Transport géodésique ©y (X)

X martingale.

DO, (X) = —;—R (G0 (X), dX) dX, O o(X) = Id.

© augmente les distances en courbure négative
© diminue les distances en courbure positive






Conséquence

1
/O<dx,dx>geL°° — B (X) eS”

/O " (dX, dX) .

16600l < o0 (1

-
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LRappv s : transports

Opérateur D!

Opérateur DY

7t/ = X, J a valeurs dans TM.

1
DYl = 9 ((X) d (e>0,t(><)—1 /t) = DJi = 3R (©p,.(X), dX) dX.



LRa[)pt‘\s : transports & variations

Variations de géodésiques

Soit (77)ae(1,1) famille réguliere de V géodésiques.
Champ de Jacobi J := 9,7 le long de y? :
m ODE d'ordre deux : V27 +R (T, 7))y =0,
m V¢-géodésique dans TM,
ou V€ est le relevé complet de V, connexion sur TM.
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Variations de martingales

Soit | (X*)ae(—1,1 | famille réguliere C' de V-martingales.

Champ de Jacobi stochastique J¢ = le long de X(a) :

m EDS: D¥f9,x(a) =| V,dVX(a)|,

ou V€ est le relevé complet de V, connexion sur TM.

Propriété stochastique (P.A. Meyer et Arnaudon)

@O,.(X(a))qaaX(a) martingale locale dans Txo(a)M-
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¢(a)

©p,.(X(a))"'@2X(a) martingale locale dans Txy (@M
ET

condition d’intégrabilité
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¢(a)

©o,.(X(a))"'9,X(a) martingale locale dans Txy (@M
ET
condition d’intégrabilité

devient :

EDO vérifiée par la dérivée

3.X(a) = E(©77 (X(2))2:X1 (2) | 71)



Variations de martingales de valeur terminale donnée

¢(a)

©o,.(X(a))"'9,X(a) martingale locale dans Txy (@M
ET
condition d’intégrabilité

devient :

EDO vérifiée par la dérivée

2% (a)=E(0] (x(a)Xa (@)E| %)
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o Présentation de I'algorithme simplifié

L'étape initiale en image

B boule géod.
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L'étape initiale en image

B boule géod.
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Présentation de I'algorithme simplifié

L'étape initiale en image

B boule géod.
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L'étape initiale en image

B boule géod. X; (a) plus proche




X1(a) plus proche
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Traduction mathématique

Initialisation
&0 € B déterministe

X(0) = ¢°
o) =£(T7)

On veut
trouver (X(a)), famille C' de V-martingales, telle que :

[9la=oX(a) = (0) ]

pour a petit :
Aa) == (p? [%1(a).€]) <E(p? X1 (0).2]) -



terminale donnée

Traduction mathématique

Premier tir

dVX(a)=a //x(0) x(a) (d(0)), 0<t<1(a),

Xo(a) =expx,(o (alo( ).
Xe(a) =Xz T(a) <t< 1,

/x(0),x(a) transport paralléle le long de la géod. minimisante

t(a) =inf{te [0,1], Xe(a) € 3B}
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o Présen

on de Ialgorithme simplifié

Traduction mathématique

Premier tir

dVX(a)=a //x(0) x(a) (d(0)), 0<t<1(a),
{ Xo(a) =expy,(o (a/o( ).
Xe(a) =Xz T(a) <t< 1,

/x(0),x(a) transport paralléle le long de la géod. minimisante

t(a) =inf{te [0,1], Xe(a) € 3B}

D%f9,X(a) = V.dVX(a)
= Ix(0)xta) ((0)) +a (Va//x(0) x)) ((0))



eur terminale donnée
chastique

ne simplifié

Traduction mathématique

Premier tir

dVX(a)=a //x(0) x(a) (d(0)), 0<t<1(a),
{ Xo(a) =expy,(o (a/o( ).
Xe(a) =Xz T(a)<t<1,

/x(0),x(a) transport paralléle le long de la géod. minimisante

t(a) =inf{te [0,1], Xe(a) € 3B}

D, _OX(a) d/(o) = D%)(0)



Traduction mathématique

Premier tir

dVX(a)=a [x(0)x(a) (d(0)), 0<t< (a),

Xo(a) =expx,(o )(alo( )
Xe(a) =Xr@), t(@)<t<1,

/x(0),x(a) transport paralléle le long de la géod. minimisante
T(a) =inf{t € [0,1], X/(a) € 0B}.

EDO résoluena =0

d]a—0X(a) est une version de J(0).
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hastique

o Présentation de I'algorithme simplifié

Pourquoi s’est-on rapproché ¢

Etude de
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Pourquoi s’est-on rapproché ¢

Etude de

Afa) =E(p (1 (a). ) |

9.A(a) = —2 X E (<m,aax1 (a)>) .



Etude de

Afa) =E(p (1 (a). ) |

9.A(a) = —2 X E (<m,aax1 (a)>) .

9la-0A(a) = 2 x E((4(0), 2% (a))) = —2 X, (0)¢| = ~24(0).



ne simplifié

Pourquoi s’est-on rapproché ¢

Etude de

Afa) =E(p (1 (a). ) |

9.A(a) = —2 X E (<>@;‘>,aax1 (a)>) .

9la-0A(a) = 2 x E((4(0), 2% (a))) = —2 X, (0)¢| = ~24(0).

az
A(a) < (1 —2a)A(0) + 5 <fou;)[ yA”|> .

<62



A(a)

N

(1-2a)A(0) + 50

Alar)

2h x E (p? (X1 (0
Minimum atteinten  a? = . (‘05( 1(0).9))
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On itére

Si (Xh,/h) défini sur {O,aﬁ}, on pose pour tout a € {aﬁ,aﬁH) :

Tirs suivants

Xh(@)  =expyim ((
X(a) =X, h
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sentation de I'algorithme simplifié

On itére

Si (Xh,/h) défini sur {O,aﬁ}, on pose pour tout a € {aﬁ,aﬁH) :

Tirs suivants

Xh(a) =expyn ((@—ahb(al)).
X (a) :x’;h(a), (a) <t <1,

th(a) = inf{t €[0,1, X'(a)e aB}.

R R 2/7><E(p2 (X’{(aﬁ),@))

ag=0, a,.=a,+ ;
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chastique

o Présentation de I'algorithme simplifié

Intérét de la phase d’arrét et définition de B

On suppose que B est une boule géodésique réguliere :

7T
RB) < S =80

(i) B aune g*-géométrie convexe

., g>1 et CutoMNB=0Q0.
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sentation de I'algorithme simplifié

Intérét de la phase d’arrét et définition de B

On suppose que B est une boule géodésique réguliere :

R(B) < ———e
2y/x*(B)g

(i) B aune g*-géométrie convexe(~~ convergence de I'algo.),

., g>1 et CutoMNB=0Q0.



terminale donnée

Intérét de la phase d’arrét et définition de B

On suppose que B est une boule géodésique réguliere :

R(B) g>1 et CutopMNB=0.

7T
< —,
2y/xH(B)q

(i) B aune g*-géométrie convexe(~~ convergence de I'algo.),

(ii) E <exp (’ﬁg—gm) /01 (dx, dX>g> < oo



terminale donnée

Intérét de la phase d’arrét et définition de B

On suppose que B est une boule géodésique réguliere :

R(B) g>1 et CutopMNB=0.

7T
< —,
2y/xH(B)q

(i) B aune g*-géométrie convexe(~~ convergence de I'algo.),

4 1
(i) E <exp (K(Z—Bm) / (dX, dX>g> < oo (~ existence de ),
0



ir terminale donnée

bchastique

L Présentation de I'algorithme simplifié

Résultat de convergence 1

Convergence de |'alg e simplifié
Si et h est assez petit, alors la suite

A (af) = E(p? (Xi(af).€) )

converge vers zéro.
Conséquence il existe une V-martingale a valeurs dans B de valeur
terminale ¢.
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bchastique

L Présentation de I'algorithme simplifié

Résultat de convergence 1

Convergence de |'alg e simplifié
Si et h est assez petit, alors la suite

A (af) = E(p? (Xi(af).€) )

converge vers zéro.
Conséquence il existe une V-martingale a valeurs dans B de valeur
terminale ¢.

Ko<k fournit des estimées SP sur ©g (X" (a)).



s de valeur terminale donnée
chastique

Présentation de I'algorithme simplifié

Résultat de convergence 1

Convergence de I'algorithme simplifi

Si|x~ <« |eth estassez petit, alors la suite

A (af) = E(p? (Xi(af).€) ).

converge vers z€ro.
Conséquence il existe une V-martingale a valeurs dans B de valeur
terminale ¢.

Preuve : étape 2/3
(aQ-H - ag)z
2

ah(ah ) < (1-2(ahy —ah)) A" (ah) + 5.

L, 2hxE(e* (Xah)g))

ap 1 —a, = 5 minimise.




terminale donnée

Ftape 3/3 — Convergence des valeurs terminales et

convergence globale (stabilité)

Idée :

B est a g*-géométrie convexe, séparante V.

X" = xM(al) avec h petit pour que |£T] AM(ah) =0,
n—oo



terminale donnée

Ftape 3/3 — Convergence des valeurs terminales et

convergence globale (stabilité)

Idée :

B est a g*-géométrie convexe, séparante V.

X" = x"(ah) avec h petit pour que |£T] AM(ah) =0,
n—oo

(X7, X”,) est une V ® V-martingale,



terminale donnée

Ftape 3/3 — Convergence des valeurs terminales et

convergence globale (stabilité)

Idée :

B est a g*-géométrie convexe, séparante V.

X" = xM(al) avec h petit pour que |£T] AM(ah) =0,
n—oo
(X7, X”,) est une V ® V-martingale,

v (X? X?,) sous-martingale positive bornée,



Ftape 3/3 — Convergence des valeurs terminales et

convergence globale (stabilité)

Idée :

B est a g*-géométrie convexe, séparante V.

X" = x"(ah) avec h petit pour que I|m AM(ah) =0,
(X7, X" ) estune V® V-martlngale/

v (X? X?,) sous-martingale positive bornée,

v (xex) <Ew .69 F) +E(v (X 8) ]:)

“(Pq 05.0|7) +E(e” (x7.2) |7

n, n/—>oo

*

b=
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Présentation de I'algorithme simplifié

Ftape 1/3 — Comment majorer la dérivée seconde?




Martingales sur les

sentation de I'algorithme simplifié

Ftape 1/3 — Comment majorer la dérivée seconde?

Rappel :

h(oh h h h(.h (ag+1 —aph)?
A (anJrT) < (1 _2(an+1 _an)) A (an) +f

Condition de convergence

‘(Ah)”(b)‘ uniformément bornée en b.

J.



ne simplifié

Ftape 1/3 — Comment majorer la dérivée seconde?

h(oh h h h(.h (ag+1 —aph)?
A (anJrT) < (1 _2(an+1 _an)) A (an) +f

Condition de convergence

‘(Ah)”(b)‘ uniformément bornée en b.

J.

9,A"(a) = —2 X E <<)Mg> aax';(a)>)
9;A"(a) =E (<vam, aaX’f(a)> + <)Wa)é vaaaX’f(a>>) :



terminale donnée

22Ah(a) = E <<v>m > + <w >) .

Reformulation

Majorer uniformément en a les quantités

oo [wat],



eur terminale donnée
chastique

ne simplifié

Etape 1/3 — EDS vérifiée par 9,X"(a)

EDS pour 9X"(a)

d (egj (Xh(a))aaXh(a)>
=05 (X"(@)) (Val ey i) (A7X(@h) + (a = a) x D (@)
@5,1 (Xh (a)) //Xh Xh (Ddef/h(aﬁ)> o



L Présentation de I'algorithme simplifié

Comment estimer ||©g ||gp, T < p < 0

Pour estimer ||©g || p

€0, (¢ @)

<o, |e5!(X"(ah)

\ <o
Sa Sa



Comment estimer ||©g ||gp, T < p < 0

Pour estimer ||©g || p

€0, (¢ @)

<o, [o5! 00 (ah)

\ <o
Sa Sa

1
(i) soit / (dX.dX), €L° = ©p.(X) €S
0

10, (X s < exp ("_(2/”) H/O] (dx, dX),

-
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o Présentation de |'algorithme complet

Sommaire

Méthode d’algorithmique stochastique
m Rappels : transports & variations
m Présentation de I’algorithme simplifié
m Présentation de I’algorithme complet
m Equation différentielle sur I’espace des martingales
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de d’algorithmique stochastique

L Présentation de |'algorithme complet

Objectif

Suppression de




L Présentation de |'algorithme complet

Objectif

Question

Suppression de

Approcher X (a) ~ X"(a) tel que :

H /O 1 (dxhe(a), dx"(a))

< 00,
[

8
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L Méthode d’algorithmique stochastique

L Présentation de |'algorithme complet

Soit e > 0. A I'issue de la phase de tir, on consideére :

Solution : localisation dans H* (étape initiale)

(0 (@D X)) <
@) ~ fia),
|€0. @), <exp <K+(2M) R(£)>.

X" (ar) t.q.

< R(e),

[ (e, axe(aly)

8|




eur terminale donnée
hastique

o Présentation de |'algorithme complet

Changements

B Nouvelle quantité a étudier:  A"¢(al) = E (pz (X/]"S(aﬁ), Q’)) ,
5 . h,e( h _
nll_r)nooA (an) = Ke,

faire e — 0.



eur terminale donnée

hastique

L Présentation de |'algorithme complet

Résultat de convergence 2

Convergence de I'algorithme général

Si h est assez petit, alors la suite
ahe(ah) =€ (p* (X(a).€))

converge vers Ke.
Par conséquent, il existe une V-martingale a valeurs dans B de valeur

terminale ¢.
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Equation différentielle sur I'espace des martingales

Sommaire

Méthode d’algorithmique stochastique
m Rappels : transports & variations
m Présentation de I’algorithme simplifié
m Présentation de I’algorithme complet
m Equation différentielle sur I’espace des martingales
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thode d’algorithmique stochastique

L Equation différentielle sur I'espace des martingales

Vee [0,7], 0.X(a) = E(e;ﬂ (X(a))(aag(a))’}'t) ,

a € [0,1] — ¢(a) geodésique terminant en ¢.
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L Méthode o rithmique stochastique

L Equation différentielle sur I'espace des martingales

Vee [0,7], 0.X(a) = E(e;ﬂ (X(a))(aag(a))’}'t) ,

a € [0,1] — ¢&(a) geodésique terminant en &. Répéter I'algo pour
g ¢(a):
¢(0) &(a)
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thode d’algorithmique stochastique

L Equation différentielle sur I'espace des martingales

Vee [0,7], 0.X(a) = E(e;ﬂ (X(a))(aag(a))’}'[) ,

a € [0,1] — ¢&(a) geodésique terminant en &. Répéter I'algo pour

§<+¢(a):
Existence d’une solution

Si¢(a) € Bforalla € [0,1] avec :

08 i= sup [ ()|~ < co.
ael0,1]

Il existe une famille C' de V-martingales solution.

En conséquence, il existe une unique V-martingale dans B de valeur
terminale ¢.
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Existence et unicité
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Un premier exemple
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o Structure d’une EDSR

Un premier exemple

Résolution de

dY:

a =0, Yr=¢, Y adapté.

m Y, =&NON,
m candidat le plus proche dans 12 : | Y, = E(Z|.F}) |



Martingales sur les variété saleur terminale donnée

Structure d’une EDSR

Un premier exemple

Résolution de

— =0, Yr=¢ Y adapté.

m Y, =&NON,

m candidat le plus proche dans 12 : | Y, = E(Z|.F}) |

EDSR vérifiée : via le théoreme de représentation

t
Y =E({) + / Z;dWs,  Z adapté de carré intégrable.
0
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Structure d’une EDSR

Un premier exemple

Résolution de

dY;

o =0, Yr=¢ Y adapté.

m Y, =&NON,

m candidat le plus proche dans 1? : | Y; = E(&|F) |

EDSR vérifiée : via le théoreme de représentation
t
Yi=E(&) + / ZsdWs,  Z adapté de carré intégrable.
0
Version backward :

.
Yi=¢— /t Z;dWs,  Z adapté de carré intégrable.
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Structure d’une EDSR

Un premier exemple

Résolution de

dY;

ar =0, Yr=¢, Y adapté.

m Y, =&NON,

m candidat le plus proche dans 1? : | Y; = E(&|F) |

EDSR vérifiée : via le théoreme de représentation
t
Yi=E(&) + / ZsdWs,  Z adapté de carré intégrable.
0
Plus général :

T T
Yt:(;‘—O—/ f(s,YS,ZS)ds—/ ZodWs, 0<t<T.
t t



s sur les variétés de valeur terminale donnée

ucture d’une EDSR

Qu’est-ce qu’une EDSR?

Forme générale

On appelle EDSR sur RY toute équation différentielle stochastique de la
forme

T T
yt:g+/ f(s,YS,Zs)ds—/ ZodW,, 0<t<T.
t t

f:Q % [0,7] x R? x Rk — R? fonction aléatoire.
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L Méthode utilisant le
LSlruuurv d’une EDSR

Qu’est-ce qu’une EDSR?

Forme générale

On appelle EDSR sur RY toute équation différentielle stochastique de la
forme

T T
yt:g+/ f(s,YS,ZS)ds—/ ZodW,, 0<t<T.
¢ t
f:Q % [0,7] x R? x Rk — R? fonction aléatoire.

Une solution

(Y, Z), processus dans RY x R?*K tel que Y solution de I'EDSR et
m Y,Z adaptés (= deux inconnues)

4 2
] Intégrabilité—/ (|f(s, Ys, Zo)| + || Zs|| ) ds < o0
0
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Estimées sur les solutions d’EDSRs linéaires
Existence et unicité
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Cas lipschitz et insuffisance

Résultat historique : cas Lipschitz

[ty z) =ty . 2)| < K(ly=VY|+|z—7]) (HLip)
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Cas lipschitz et insuffisance

Résultat historique : cas Lipschitz

f(t,y.z) —f(t.y. 2)| < K(ly—y'|+]z—7Z]) (HLip)

Pardoux-Peng (1990)
Sous (HLip), existence et unicité de (Y, Z) dans SZ x H?:

2 2 2 T 2
I¥I5: =E( swp [[*) <o et [ZxW3e =E /o|ZS| ds ) < co.

SN



aleur terminale donnée
Meéthode utilisant les EDSRs

Lc

as lipschitz et insuffisance

Nouveau cadre

m un espace probabilisé filtré a horizon fini [0, T],
QF, (Fo)epo, 1) P), tel que toute martingale admette une version
continue,
F est la filtration engendrée par un brownien W,
une variété différentiable M de dimension finie d,
une connexion linéaire V sur M,
une variable aléatoire & € 1%2(Q) dans (M, B(M)).



aleur terminale donnée

Cas lipschitz et insuffisance

V-martingales sur une variété de valeur terminale ¢

Point de vue développé par Darling (1995).
Y est une (F, V)-martingale sur M de valeur terminale ¢
—

. 1 A .
pour tout /, il existe Z', dY' + I"-k(Y)d<Y/,Yk>:Z’.dW,

2]
T=2.
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Cas lipschitz et insuffisance

V-martingales sur une variété de valeur terminale ¢

Point de vue développé par Darling (1995).
Y est une (F, V)-martingale sur M de valeur terminale ¢
—

. 1 A .
pour tout /, il existe Z', dY' + I"-k(Y)d<Y/,Yk>:Z’.dW,

2
Y=,

<~

pour touti, dY + %r}k(y)z@:).z(k*) de=Z.dw, Yi=¢.
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Cas lipschitz et insuffisance

Réecriture Backward

— Résolution sur RY de I'EDSR

T T
yt:i;+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ 7. dW..
t t

avec f(s,y, z) = ;—I';j(y)z(":).zg“) e RY.
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Cas lipschitz et insuffisance

Réecriture Backward

— Résolution sur RY de I'EDSR

T T
yt:f;+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ 7. dW..
t t

avec f(s,y, z) = ;—I';j(y)z(":).zg“) e RY.

Probleme :
f dépend quadratiquement de z

|ty 2) = f(t.y,2)| <K(ly—y|+|z—7Z|) (HLip)
NON vérifiée.
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L Exemples d’EDSRr quadratiques

Hypotheses

Une EDSR quadratique sur R? :

T T
Yt:§+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ ZodW,, 0<t<T
t t



Hypotheses

Une EDSR quadratique sur R? :

T T
Yt:§+/ f(s,YS,ZS)ds—/ ZodW,, 0<t<T
t t

Structure quadratique

f(t.y,z) —f(t.y. 2)
f(t.y.z) —f(t.y.7)

(Ky + Lylz*)ly = ¥'1. (HLipy)

| <
| < (Kz+L(|z| +1Z])) 1z—Z|. (HQUADz)
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xemples d’EDSRr quadratiques

Exemple 1, d =1




thode utilisant

L Exemples d’EDSRr quadratiques

Exemple 1, d =1

Changement y = exp(Y),z = yZ,

N
=

;
yzzexp(ﬁ)f/ zgdW;, 0<t
t



thode utilisant

L Exemples d’EDSRr quadratiques

Exemple 1, d =1

Changement y = exp(Y),z = yZ,

;
y[:exp(ﬁ)—/ zodWs, 0<t<T.
t

vt = E(exp()|Ft) , z donné par le théoréme de représentation.

Zt
Yy =In . L= —,
t ()/t) t Ve

Solution explicite si

exp(&) e L.
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L Méthode utilisant les EDSRs

L Exemples d’EDSRr quadratiques

Exemple 1 : autre écriture

T1 5 T
Yt:(,‘—l—/ §|Z5| ds—/stWS, o<t T
t t

Girsanov
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L Méthode util
L Exemples d’EDSRr quadratiques

Exemple 1 : autre écriture

T1 5 T
Yt:§+/ 5 1%l ds—/ ZodW,, 0<t<T.
t t

Girsanov

d T
£ _¢ (/0 stW5>, Y, = EQ(E| ),

changement de proba. possible si :
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L Méthode util
L Exemples d’EDSRr quadratiques

Exemple 1 : autre écriture

T1 5 T
Yt:§+/ 5 1%l ds—/ ZodW,, 0<t<T.
t t

Girsanov

d T
d—? =£ (/0 stW5> . Y= EQ(E|F),
changement de proba. possible si :

Condition BMO (Kazamaki)

i
|2+ Wllguo < 0, 0012+ Wifjo = esssupe E( [ 2 ds
T

]—'T> .

z*W:/'zdeS.
0
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le utilisant

L Exemples d’EDSRr quadratiques

Exemple 2 : d =2

;
vl =¢ f/t Zldws,

.
Y2 :;2+/t (‘z}

2
57

2 T
)ds—/ 72 dw.
t

Frei & Dos Reis (2011)

Il existe une valeur finale & = (&', &%) € L™ telle que 'EDSR n’admette
aucune solution.
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Résultats d'existence existants

Cas quadratique scalaire

avec ¢ bornée.

Kobylanski (2000),
Lepeltier et San Martin (2007).
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Résultats d'existence existants

Cas quadratique scalaire

avec ¢ bornée.

Kobylanski (2000),
Lepeltier et San Martin (2007).

Tevzadze (2008) : ¢ bornée avec petite borne,
Hu Tang (2016) : quadratique sur la diagonal,
Xing Zitkovic (2016) : cas markovien,

Briand Elie (2013),

Darling (1995) : générateurs de V-martingales.
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Résultats d'existence existants

Localisation en z, étape 1

T T
Yt:§+/t f (5,Y5,Zs)d5—/t ZodW,, 0<t<T,
Quad z,Lip y

J Localisation

;
:§+/ M (s, YM, ZM) ds—/ MW, 0<t<T.
tLipz,Lipy

M(t,y,z) = (t,y, 0 (z)) ol notamment p est Iidentité sur
BRdxk (0, M)
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Résultats d'existence existants

Localisation en z, étape 1

T T
Yt:§+/t f (s,YS,ZS)ds—/t ZodW,, 0<t<T,
Quad z,Lip y

J Localisation
.
:§+/ M (s, YM, ZM) ds—/ MW, 0<t<T.
‘ Lip z,Lip y

M(t,y,z) = (t,y, 0 (z)) ol notamment p est Iidentité sur
BRdxk (O, M)

Résultat historique (Pardoux & Peng)

Il existe une solution (YM, ZM) 4 ’'EDSR localisée, avec ™ au lieu de f.
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Localisation en z, étape 1

Si

Borne sur ZV

sup |2V s < 0.
M



de valeur terminale donnée

Résultats d'existence existants

Localisation en z, étape 1

Si

Borne sur ZV

sup |2V s < 0.
M

on fixe M* > sup || ZM|| s et
M

M <5, YM*,ZQW*) - f<5, N PO (z@”) > - f(s,ygw*, M )
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o Résultats d'existence existants

Localisation en z, étape 1

Si

Borne sur ZV

sup |2V s < 0.
M

on fixe M* > sup || 2V s et
M

M <5, YM*,ZQW*) - f<5, N PO (z@”)

On stationne sur une vraie solution de I'EDSR non localisée pour M
assez grand.
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Résultats d'existence existants

Obtention de sup ||Z"]| s~ < c0? Etape 2 : linéarisation
M

T t
Yt:{,‘—/t ZSdW5:E(§)+/OZ5dW5. Danscecas:.
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existants

Obtention de sup ||Z"]| s~ < c0? Etape 2 : linéarisation
M

T t
Yt:Q‘—/t ZSdW5:E(§)+/OZ5dW5. Danscecas:.

S’étend a :

El Karoui, Peng et Quenez (1997) / Mastrolia, Possama, Réveillac

(2017)

Sous HLip, (DtY{w)ogth est une version de ZM et est solution d’une

EDSR lincaire |:
.
DY = DU§+/ (vyf"”(s, y!, Zhp Y + v, M(s, v, 2Dz}
t

.
+ (DM (s, Y’s‘”,Z’s‘”))ds—/t D, ZMdWs, 0<u<t.
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Estimées sur les solutions d’EDSRs linéaires

d =1, approche de Briand & Elie (2013)

structure quadratique avec L, = 0

f(t.y.z) —f(t.y. 2)

.2)| < (Ky+0.|z[*) |y —¥']. (HLipy)
f(t,y,z) —f(t.y.2)

| <
| < (K;+ L(|z| +|Z'])) |z—Z/|. (HQUADz)



Obtention de sup ||Z"]| s~ < 00 ? Etape 2 : estimation sur
M

les EDSRL

T T
Ut:§+/ (A5U5+Bs\/5+f5)ds—/ VidWs, 0<t<T.
Jt Jt



Obtention de sup ||Z"]| s~ < 00 ? Etape 2 : estimation sur
M

les EDSRL

T T
Ut:§+/ (A5U5+Bs\/5+f5)ds—/ VidWs, 0<t<T.
Jt Jt

1to + Girsanov :

T s T s —
el dsy, = elo Asdsg 4 / eloAuduf, ds / eloAvduy dwB,,  0<t<T,
t t

WB = W—i—/. Bdt QP — brownien
0

d b T
g):g</0 BSdWS), Y = EQ(E| 7).

puis montrer que Z x W est BMO.
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T T
Ut:§+/ (A5U5+Bs\/5+f5)ds—/ VidWs, 0<t<T.
Jt Jt

Al < Ly :

)
vl < (12l + [ Ilds), o<e<r
t



Obtention de sup ||Z"]| s~ < 00 ? Etape 2 : estimation sur
M

les EDSRL

T T
Ut:§+/ (A5U5+Bs\/5+f5)ds—/ VidWs, 0<t<T.
Jt Jt

Al < Ly :

)
vl < (12l + [ Ilds), o<e<r
t

Probléme

technique non utilisable si d > 1 (Girsanov)



Obtention de sup ||Z"]| s~ < 00 ? Etape 2 : estimation sur
M

les EDSRL

T T
Ut:§+/ (A5U5+Bs\/5+f5)ds—/ VidWs, 0<t<T.
Jt Jt
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Estimées sur les solutions d’EDSRs linéaires

EDSRs linéaires

T T
Ut=§+/ (A5U5+sts+f5)ds—/ VedW,, 0<t<T.
t t

Estimation sous borne BMO

Al <K+ LA, B <K +U'B,
ou VAx W, Bx W sont BMO avec

2
2mL || VA WHBMO V2L | B*W| gy Cln < 1.

Alors
[Ullseo < Km (1€ 1100 + T ([l g0) -
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Estimées sur les solutions d’EDSRs linéaires

Seconde utilisation : résultat de stabilité

T T
vi =¢' +/t fi <5’Y;'Z;)d5_/t Zdwg,

y2 =@ 4 Tf(yzzz)d_ T,
T = 2 (s, Ys, Zs ) ds ZsdW.
t t



Seconde utilisation : résultat de stabilité

T T
V=g [h (svLzt)ds— [ Zldw,
t t
y2 =@ 4 Tf(yzzz)d_ T,
t — 2\ st S ZSdWS'
t t

T T
5V, = 6¢ + / (AsSYs + By(675) + 6f,) ds — / 5Z,dW,
t t

fi(s. Y5, Z5) —fi(s, Y5, Z5)

As =
|62




Stabilité (énoncé)

m > 1, p assez grand. Sous :
(Z'.2%) € Z0 % Zyor
(61.82) € (1°P)%,

T
/ |6f;| ds € L%P. Alors :
0

Stabilité

p)
120/

T
10V1Ep -+ 11621 Wity < K (021 + | | 16510




Stabilité (énoncé)

m > 1, p assez grand. Sous :
(Z'.2%) € Z0 % Zyor
(61.82) € (1°P)%,

T
/ |6f;| ds € L%P. Alors :
0

Stabilité

p)
120/

T
10V1Ep -+ 11621 Wity < K (021 + | | 16510

~ unicité dans S2P x HP.



Stabilité (énoncé)

m > 1, p assez grand. Sous :
(Z'.2%) € ZBo % Zyor
(61.62) € (L2P)?,

/ 16f;| ds € 12P,
0

2
2ml || VA WHBMO F V2L | BxW] gy C < 1.

Alors :

Stabilité

IY? = Y7 + 11127 = 27 % Wiif

S
p )
12p -

T
< (e - emlt, + | [ 1 - i es

~~ convergence dans S?P x HP.
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Hypotheses du résultat principal (existence)

Soitm > 1. On suppose :

HLipy, HQuadz,

HZM * WHBMO assez petite (dépendant de m), uniformément
bornée en M et ¢,

hypothese sur I’aléa du générateur f,
yp 8

DE € S°,  |Duf(t,y,2)| < C(1 + |z|2) as.



és de valeur terminale donnée

Existence et unicité

Zpmo = {Z, processus BMO |, || Z * W|| g\ petite }.

Résultat principal (existence)

Pour tout m > 1, existence et unicité de (Y, Z) tels que

N T m*/2
E( sup |Vs]*™ | < oo (/ |7, ds) < 0,Z € Zgyo-
0<s<T 0
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L Méthode utilisant les EDSRs

Existence et unicité

2

’

’Vny (s. Y’SV’,Z’SV’)‘ - ‘vyf(s, YQ”,pM(zgw))‘ <K +1, ‘ZQ/’

]vzﬂ‘” (5, YSM,ZSM)] ‘sz(s, YSM,pM(ZSM))‘ <K, +2L, |77
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L Méthode utilisant les EDSRs

Existence et unicité

VP (5. Y, 2) | = |91 (592, 0M(221) ) | <

’vzﬂ‘” (5, YSM,ZSM)’ - ‘vz ( M, pM(ZM)>‘ <K, +2L,

2
2mL Hx/ﬁ* WHBMO V2L | B W[ g Clr < 1

devient

Borne BMO

2ml H‘ZM‘*WH +2v2L,C
BMO

HZM’ *WH <1.
BMO
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L Méthode utilisa

Existence et unicité

Hypotheses améliorées

Soit m > 1. On suppose :

(HLipy), (HQUADz),
DZ € 8%, [Dyf(t,y, z)| < C (1 + \z|2) as.
HZM * WHBMO assez petite (dépendant de m), uniformément

bornée en M et ¢,
hypothese sur I'aléa du générateur f.
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Existence et unicité

Hypotheses améliorées

Soit m > 1. On suppose :

HLipy, HQuadz,

PéS=, {-Bm%#y—zﬂ%@@—k{%’%—a& < stabilité

HZM * WHBMO assez petite (dépendant de m), uniformément
bornée en M et ¢,
hypothese sur I'aléa du générateur f.
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éthode utilisant les EDSRs

Existence et unicité

Version V-martingales

Supposons

@) F€eC*(M,R), G = (ch> - (] — 0,0]) compact contenant g,

(i) FY¢ doublement convexe sur M,
(iii) Ja > 0, m > 1/ FI est a-strictement doublement convexe sur G et

sup {ch(x) _ ,Edc(y)} assez petite.
(x,y)eG2
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de utilisant les EDSRs

Existence et unicité

Version V-martingales

Supposons

(i) F e C*(M,R), G = (F - (] — o0, 0]) compact contenant ¢,
p

(i) FY¢ doublement convexe sur M,
(i) Ja > 0, m > 1/ F est a-strictement doublement convexe sur G et

sup {ch(x) _ ,Edc(y)} assez petite.
(x,y)eG2

Alors existence et unicité d’'une V-martingale Y dans S*(R?) de valeur

terminale ¢, t.q. 1/| (Y, Y) | * W € Z5},o- De plus, si ¢ est a dérivée de
Malliavin bornée, on a :

esssupqxo,7] | (Y. Y) | < +oo.
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Existence et unicité

L'hypothese BMO

— Tevzadze, 2008.
— générateur monotone :

p>0,a,7>0yf(s,y,z) <alyl—pulyl + vyl |z,
v assez petit.
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Existence et unicité
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— Cas quadratique diagonal avec des constantes bien choisies (Hu,
Tang, 2015),
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L'hypothese BMO

— Tevzadze, 2008.
— générateur monotone :
2 2
p>0,07=0yf(s,y,z) <aly|—pulyl”+rlyllzl",
v assez petit.
— Cas quadratique diagonal avec des constantes bien choisies (Hu,

Tang, 2015),
— Cas Markovien (Xing, Zitkovic, 2016),
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Existence et unicité

L'hypothese BMO

— Tevzadze, 2008.
— générateur monotone :

n #>0 &,y > 0,y.f(s,y.2) <alyl = ply* +vlyl |z’

7y assez petit.
— Cas quadratique diagonal avec des constantes bien choisies (Hu,
Tang, 2015),
— Cas Markovien (Xing, Zitkovic, 2016),
— Probléme de recherche de martingales de valeur terminale donnée
en utilisant de bonnes fonctions convexes (Darling 1995).
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L Quelques perspectives

algorithme stochastique a adapter avec une dérive

Premier tir avec dérive

dVX(a)=a //x(0) x(a) ((0)) + V(dX(a),dX(a)), 0<t< 7(a),
Xo(a) =expy,(0) (aJo(0)),
Xe(a) =Xr(a)» T(a) <t< 1,

nouveaux résultats sur les EDSRs quadratiques
multidimensionnelles du type :

T T
yt:§+/ f(YS,ZS)ds—/ Z, dW,
Jt t

ou f(y, z) bilinéaire en z.

Holder inverse en dimension supérieure pour I'exponentielle de
Dolean-Dade?
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L Quelques perspectives

Merci pour votre attention.
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