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(EXAMEN - LE14/12/2016, DUREE: 3H)

PROBABILITES & STATISTIQUE

On considere un espace probabilisé (Q,.%,P). Tous les objets aléatoires seront définis sur cet espace.

EXERCICE 1 (NOMBRE D’ENFANTS D’UNE POPULATION)

Dans une certaine population, la probabilité p,, qu’une famille ait n > 0 enfants est modélisée par une formule du type
n

pn=a— ota>0.
n

1) Déterminer la valeur de a pour que la suite (p,),.n représente la fonction de masse d’une variable aléatoire discreéte.
2) On choisit dans la suite une famille au hasard. Pour n > 0, on introduit E,, I’événement < la famille choisie a n enfants > et

G, I’événement « la famille choisie a n garcons ». On suppose dans toute la suite que les filles et garcons naissent de
maniere équiprobable.

a. Quelle est la probabilité que la famille tirée ait au moins un garcon ?

b. On suppose qu’une famille n’a aucun gargon. Quelle est la probabilité que la famille comporte deux enfants ?
»CORRECTION.
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1) La condition de masse un s’écrit Z a— = 1 = ae?, on choisit donc a = e~ 2.
n=0

2) a. Notons G = U G,. Calculons la probabilité de G°.

n=1
oo

P(G) = Y PG | Epn = Y

1
—pa=¢ . Donc P(G)=1—e¢"".
n=0 n=0

2"
P(E2)P(G”|Ey) _ 1

b. La probabilité cherchée est P(E» | G°) = —

P(G°) 2e¢’

EXERCICE 2 (PARADOXE DE BERTRAND)

On étudie dans cet exercice deux facons différentes de choisir une corde reliant deux points aléatoires d’un cercle de rayon
un.
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1) a. On considére d’abord un mode de repérage angulaire. Soient donc U,V deux variables aléatoires suivant une uni-

forme % (|-, ]), elles sont de plus supposées indépendantes. On note L la longueur de la corde reliant U et V (cf.
dessin de gauche).



Montrer que L est la variable aléatoire L = 2sin

elle n’est pas établie.

’. Dans la suite, on pourra admettre cette formule méme si

V-U
b. On s’intéresse dans la suite alaloide 7 := | ———|.

2

Déterminer la densité du vecteur aléatoire (V — U,V), en déduire cellede V —U.

¢. Montrer que la densité de T est donnée par

76 =2 (1= D) 100

T T

d. Calculer E (L), la longueur moyenne de la corde dans ce cas.

2)) On considere ensuite le tirage suivant : on choisit d’abord une direction 6 € [0,27] suivant une % ([0,27]), puis un point
P au hasard sur le rayon reliant le centre du cercle au point précédemment tiré. On appelle r la distance entre le centre
du cercle et P, et on suppose que r ~ % ([0, 1]). Pour finir, on considere I’'unique corde de milieu P, et on appelle L’ sa

longueur (cf. dessin de droite).

a. Démontrer que L’ est la variable aléatoire L' = 2+/1 — r2. Dans la suite, on pourra admettre cette formule méme si

elle n’est pas établie.

b. Calculer E (L’) , la longueur moyenne de la corde dans ce cas.

3) Dans quel cas a-t-on la plus longue corde en moyenne ?

» CORRECTION.

1) a. Plagons-nous sur le sous-ensemble de  donné par {w € Q, V(w)>U(w)}.

Dans ce cas, en formant la hauteur (et médiane) du triangle isocele centré en O, on a sin (T

D’autre part, sur {® € Q, V(o)< U(w)}, onasin (

b. Soit @ : R? — R une fonction mesurable bornée. Alors

V-U\ L
=3

U-v L
T) =5 Ce qui établit la formule.

E(®(V-U,V))) = /[ ®(v—u,v)—5 dudv. Faisons le changement de variable donnée par ' =v—u a v € [—7, 7] fixé. On a alors

— 7,72 472

E(®(V-U,V)) =

/ (/ (', v) du’) dv. La densité du vecteur aléatoire (V — U, V) est donc
J[=m,x] \J[v—m.v+7]

e
(u,v) — mﬂ[,,m] (V)L[,_z,y47)(u). On récupere ensuite celle de V — U en intégrant en la seconde variable :
0 siu>2m
1 /7 1 (7 1 2r—u  si0O<u<2mw
—— 1y 0 dv=— 1, dv= .
T am /,,, ot () 4= 2 /7,1 wematd V= 20 op s —2m<u<0
0 siu< 2w
c. Soit? € R. Par symétrie de la loi, on a
2 21
m/ 2r—u)du=1 sit>m
V-U
— = - ={ 2 2t ! ri ;
P<‘ 5 ‘<I>72P(O<V U<2)= 7/ (27r7u)du:—( 7) SiOgtgﬂ.EnderlvantendehorsdeOet77:1af0nct10n
472 Jo w2 2
0 sinon.

de répartition ci-dessus, on trouve I’expression de la densité demandée.

d. On en déduit finalement par le théoréme de transfert que

E(L) = %‘/Onsin(t) (1- %)dz: %.

!

2
L
2) a. Le théoreme de Pythagore fournit <E> +r% =1, ce qui donne ensuite la formule.

b. Par théoreme de transfert, on a
1
E (L’) = 2/ \/1—r2dr. Faisons le changement de va
0

-0 /2
E(L')=-2[ [sin[sin6de =2 sin®(0)d6 =
n/2 0

riable r = cos 6, la fonction cos étant bijective de [0, 1] vers [1,cos 1], on a donc

"/2 T
/0 (1-cos(20))d0 = .

3) C’est donc dans le second cas que I’on a une longueur moyenne la plus importante.

EXERCICE 3 (VECTEURS GAUSSIENS)

Soit (X, Y)T un vecteur gaussien de R?, d’espérance [,LT = (i ,/.Lz)T € R? et de matrice de covariance égale a I, la matrice

identité de taille deux, et z = a + ib un nombre complexe avec (a,b) € R%.

Définissons

X' =Ré(z(X +iY)), Y =Im(z(X+iV)), AZ(Z _b)'

1) Rappeler la définition de vecteur gaussien de R>.

a
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2) Exprimer (X’,Y")" en fonction de A et (X,Y)". Montrer que (X’,¥’)T est un vecteur gaussien de R?.
Préciser I’espérance et la matrice de covariance.

3) Les variables aléatoires X’ et Y’ sont-elles indépendantes ?
4) a. Rappeler les fonctions caractéristiques de X’ et Y’
b. En déduire la fonction caractéristique de (X', Y’)T.
5) A quelle condition sur 4 et z, les vecteurs aléatoires (X', Y’)T et (X,¥)T ont-ils méme loi ?

» CORRECTION.

1) Voir cours

2) Apres calculs ona (X',Y")T = A(X,Y)T, qui apparait donc comme une transformation affine du vecteur (X,Y)T qui est donc Gaussien car (X,Y)T
I’est.
Par linéarité de I’espérance, on a E ((X’,Y’)T) =AE <(X7 Y)T> =Apu.
Pour la matrice de covariance, on a
E(((¢Y)T = A (X', Y)T = Am)T) = E (X, 1) = Ap) A Y)T = A)T) = ALAT = AAT = (@ + 7)1z,

3) Lamatrice de covariance précédente étant diagonale et le vecteur (X',Y /)T étant Gaussien, les variables aléatoires X' et Y’ sont indépendantes.
4) a. X'etY' sontdeux variables aléatoires réelles gaussiennes de paramétres respectivement (af; — b[,tz,a2 + bz) et (biy +au27a2 +b2).
b. Par indépendance la fonction caractéristique de (X’,Y’)T est définie pour tout (x,y) € R? par

2 2
By 13) = exp (et~ byl 5 @ 7)o (G0 + )y 407 ).

5) Deux vecteurs Gaussiens ont méme loi si et seulement si leur espérance et matrice de covariance sont les mémes. Ainsi on obtient comme condition :
\z\z =d®+b* =1, Au = p.Ladeuxieme condition est équivalente A apt; — by = 1y = Ré(z(py +itl2)), by +apy = pp = Im (z(py +itta))

EXERCICE 4 (ETUDE DU MINIMUM DE PARETOS)
On considere ici une variable aléatoire réelle X qui suit une loi de Paréto de parametres a > 0 et 8 > 0, notée ¥ (a,0).
Laloi #(a,6) admet pour densité :

fap(x) =a 0%x 1,0 p.

On suppose ici que le parametre a est connu mais que 8 est inconnu.
Soientn € N* et (Xj,...,X,) un n-échantillon i.i.d. de X.

On pose 6, = min X;.
1<k<n

1) a. Calculer la fonction de répartition de §,,.

b. En déduire que §n suit une loi de Paréto dont on précisera les parametres.
2) Démontrer que 6, est un estimateur de 6 qui converge fortement.
3) On définit pour tout entier n € N*, Z,, = n(én — 9).

a. Montrer que la suite (Z,),> converge en loi vers une variable aléatoire Z dont on déterminera la loi.

1 ~ 2
b. En déduire la valeurde : lim P [6 <1 + —) <6,<6 (1 + —)}
n—roo n n
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EXERCICE 5
Pour cet exercice, on pourra utiliser sans démonstration les rappels suivants.

Rappel 1 : Une variable aléatoire réelle X suit la loi de Poisson &?(1) de parametre A > 0 si :
Ak
X estasupportdansN et VkeN, PX =k) = e*AF.
Rappel 2: SiX ~ Z(A)alorsona: E(X)=V(X)=A.

In(1—
Rappel 3: lim u

u—0 u

=-—1.

Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi est inconnue et appartient au modéle {Pg = #?(1) avec 6 = A > 0}.
On admet que ce modele est régulier : les hypotheses (H1) a (HS) du Cours sont vérifiées.
Etant donné n > 2 un entier fixé, on considére un n-échantillon (Xi,...,X,) i.i.d. de X.

n
1) a. Démontrer que X, = Z X; est I’estimateur du maximum de vraisemblance de A.
i=1

SIS,

b. Déterminer (en détaillant vos calculs) I’information de Fisher I,(A) de I’échantillon pour le paramétre A.

2) a. Onnote g(A) la probabilité que X soit nulle. Donner la valeur de g(4) en fonction de A.
b. On désigne par K, (g(),)) la borne de Cramer-Rao du modele pour le parametre g(A).

A
Montrer que 'ona: K, (g(A)) = e
n

3) Soit T}, la statistique définie des deux manieres équivalentes suivantes :

I\NXL X — 1
Tn;:(17—> :exp[X,,xnxln(lf—”.
n n

a. (i) Calculer ¢, :=E; [(1 — %)Xl]

(ii) Puis montrer que 7, est un estimateur sans biais de g(4).
b. Montrer que I’estimateur 7, converge fortement vers g(1).

¢. On peut démontrer (ADMIS) que T}, a les 2 propriétés suivantes :
(P1) Pour tout A > 0, V, (T;,) = e~ 2* (eM” —1).
(P2) T, est I’estimateur sans biais de g(A) de variance minimale i.e. que :

pour tout estimateur 7,, sans biais de g(1), ona: V,(7,) < V,(T,), VA > 0.

En utilisant les propriétés (P1) et (P2), répondre aux questions suivantes :
(i) L’estimateur T;, converge-t-il en moyenne quadratique vers g(A) ? Justifiez.

(ii) Pourquoi n’existe-t-il pas d’estimateur efficace de g(A) ? Justifiez.
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